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Pref acio

Este texto consiste das notas para um curso apresertado no
26° Coloquio Brasileiro de Matematica no IMPA, Rio de Janeiro,
em julho de 2007.

O objetivo do curso\In tro ducao aos Algoritmos Randomizados™
e apresenar a pesquisadores estudartes da areade ci&énciada com-
putacao as tecnicasfundamenrtais para o desewolvimento de algo-
ritmos randomizados (tambem chamadosprobabil sticos, por alguns
autores). O cursotem carater intro dutorio: nao sao assumidosconhe-
cimentos avancadosde probabilidade ou de algoritmos. Os conceitos
teoricos que sefazem necesarios sao apresenados no proprio texto,
em geral acompanhandoos proprios problemas e algoritmos que os
demandam. Ao completar este curso, 0 aluno tera travado corntato
como instrumental basicodessaareae com um elencorepresentativo
de algoritmos randomizados| e, em alguns casos,tambem deter-
min sticos | para diversosproblemas combinatorios. Este curso in-
trodutorio correspondea tema deiniciacaocient ca, tem um numero
m nimo de pre-requisitos,estimula o aluno a investigacao cient ca e
ainda nao e oferecidoregularmerte nos curr culos das universidades
brasileiras.

O projeto para este curso a quatro autores nasceuda tese de
doutorado de Vin cius, defendidano Programa de Engenhariade Sis-
temas e Computacao (PESC) da COPPE/UFRJ em marco de 2006.
Durante a escrita dessatese, realizada sob a orientacao de Celina,
foram criados varios algoritmos, ertre determin sticos e randomiza-
dos, para um problema de teoria dos grafos. Alguns dessesalgorit-
mos foram deservolvidos em co-autoria com Guilherme, que fez seu
mestrado em estruturas de dados cineticas (determin sticas e rando-
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mizadas) tambem no PESC e orientado por Celina. Guilherme faz
doutorado em geometria computacional na Universidade de Mary-
land. Manoel veio da Universidade Federal de Pernambuco partici-
par como membro da bancada tesede doutorado de Vin cius, tendo
naquela ocasigo manifestado interesseem voltar ao tema que apre-
sertara no Coloquio de 1989 para discutir o algoritmo randomizado
de Rabin. Vin cius e, desdeabril de 2006,pos-doutor junto ao PESC,
onde lecionou uma versao preliminar destasnotas.

Agradecemosao comit@ organizadordo Coloquio Brasileiro de Ma-
tematica pela oportunidade de apresenar este curso. Agradecemos
tambem a CAPES, ao CNPq e a FAPERJ pelo apoio concedidona
forma de bolsas de doutorado, pos-doutorado, pesquisae aux lios
para viagens. Agradecemosa Antonio Carlos Rodrigues Monteiro e
Raphael Carlos Sartos Machado pelas atentas correceese sugesbes
de melhorias. Finalmente, agradecemosa Luiz Henrique de Figuei-
redo pelo cuidadosotrabalho de diagramacao.

Celina, Guilherme, Manoel e Vin cius.
Rio de Janeiro, 30 de abril de 2007.
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Cap tulo 1

Randomizados?

Algoritmo e uma sea@ncia de instrucees para resolver um pro-
blema. Computadores sao especialmerte habeis para lidar com al-
goritmos, pois, partindo de um estadoinicial e seguindoa risca um
encadeameto muito bem de nido de passosa resposta buscadaser
everntualmente anunciada.

Diz-se que experimentos sao aleatorios, ou randémicos, quando
seu resultado advem da interacao de um numero tao grande de va-
riaveis que quaisquer tentativas de preve-los com exatidao seriam
simplesmerte vas. O lancamerto de um dado ou de uma moeda e
exemploclassico:impossvel conhecermogodos osfatores| posicao
e momernrtos linear e angular exatos no instante do lancamerto, re-
sisttnciado ar, grau de elasticidade das diversascoliseesetc. | que
in uenciar-ao seu movimento ate que, nalmente imovel, apresente,
naquela de suas faces que o \acaso" escolheudeixar voltada para
cima, o resultado nal do experimerto.

Algoritmos randomizadossao aquelesque utilizam experimertos
randbmicos para decidir, em um ou mais momertos durante suaexe-
cucao, o que fazer ou para ondeir. Por motivo de clareza,algoritmos
classicos(nao-randomizados)sao tambem ditos determin sticos.

Na maioria dos casos,e convenierte imaginarmos um algoritmo
randomizadocomoquelancandoum dado ou uma moedae, de acordo
com o resultado obtido, decidindo entre a execwcao dessaou daquela
acao. Esta e a gura que estaremosconstartemerte evocando ao

1
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longo do texto quando nos referirmos as escolhasaleatorias que nos-
sosalgoritmos precisao tomar: o algoritmo simplesmerte lanca um
dado| com qualquer numero de faces.

E evidente, no entanto, que computadoresnao podem valer-sede
tais expediertes f sicosou mesmoludicos. Portanto, na pratica, o que
ertra em cenanos papeis de dadose moedassao osfamososgeradores
de numeros aleatorios?®.

Geradoresde numeros aleatorios, por suavez, nada mais sao do
gue algoritmos | determin sticos! | que, utilizando funceesde dis-
persao e valores obtidos do relogio interno da maquina, sao capazes
de simular o \sorteio" de um numero, tirado de um conjunto nito
deles, com distribui cao de probabilidade tao proxima da uniforme?
guanto melhor o gerador.

Recentemente, algoritmos randomizadosteém encortrado aplica-
cao em areastao distintas quanto computacao algebrica, criptogra a,
geometria computacional, protocolos de redes,computacao distribu-
da, teoria dos grafos, estruturas de dadose outras. O motivo: algo-
ritmos randomizadossao, quando comparadosa seuscorrespondertes
determin sticos, em geral mais simplesou maise cientes| ouambos.

Poderia soar bastante estranho que a intro ducao de aleatoriedade
num reino digital jataoaparertemente imprevis vel viesse] aoinves
de piorar ainda mais as coisas| trazer ao mesmotempo e ciéncia
e simplicidade sem cobrar por isso qualquer preco. Mas ha, de fato,
um preco: a incerteza. Incerteza essaque pode aparecerem um de
dois lugares: na propria qualidade da resposta obtida pelo algoritmo
| que pode, em alguns casos,estar errada! | ou em seutempo de
execlcao, que passaa depender nao mais exclusivamerte da entrada
do problema, mastambem dosresultadosdos experimentos aleatorios
empregadospelo algoritmo.

Felizmenrte, como veremos,o preco cobrado pelosalgoritmos ran-
domizados cuja incerteza recai na qualidade das respostas por eles
obtidas nao e injustamente alto. De fato, nao apenase possvel ter-
mos total conhecimentodo quao (im)provavel e a exibicao de uma
resposta incorreta por parte deles,como podemostambem negcciar

1Tambem chamados geradores de numeros pseudo-aleatorios, o que, embora
possasoar um pouco pedante, e mais correto.

2Uma distribui cao de probabilidade e uniforme quando todos os resultados do
experimento aleatorio ocorrem com identica probabilidade.
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essepreco em tro ca da moedatempo. Permitindo-lhes o empregode
uma maior quantidade de tempo computacional, consegue-see nar

a probabilidade de erro a nveistao n mos quanto sequeira. Vere-
mostambem que, quando essadiminuicao da probabilidade de erro se
da exponencialmerie com a quantidade de tempo empregada,como
acortece na maioria dos casosinteressartes, podemosestar diante de
um algoritmo randomizado e ciente e util, situacao essacertamerte
bastante desepvel.

Ja a incerteza preserie naquelesoutros algoritmos | cujo tempo
de execwcao nao pode ser deterministicamente previsto | volta-se
guase sempre a seu proprio favor. A ideia certral e a de que, por
pior que seja a entrada do problemag seutempo de execwao sefa,
com alta probabilidade, bom. Um paradigma muito util aqui e o
do adversario malicioso, uma ertidade supostamerte conhecedorade
cada linha de nossoalgoritmo e que, implacavel, submete-lhe sem-
pre uma instancia de entrada tao desfasoravel quanto possvel, isto
e, aquelaque dele exigira a execlcao do numero maximo de passos.
Tal entidade | cujas aceesassumem,na pratica, formas tao prosai-
casquanto seqencias pre-ordenadasde numeros ou grafos conexos
2-regulares| nada pode cortra algoritmos randomizados,uma vez
gue desconheceas escolhasaleatorias que setao por elesfeitas. Ou
seja, a mesmaincerteza que, por um lado, nao nos permite prever
exatamerte o tempo de execwcao para uma determinada instancia do
problema (por exemplo, para a pior possvel) e, por outro, o que nos
garante que uma entrada jamais sera ruim o su ciente para obrigar
nossoalgoritmo a executar um numero excessivo de passos passos
gue seriam, talvez, forcosamere executadospor um algoritmo deter-
min stico ao sever diante dessaou daquelainstancia desfasoravel.

Este primeiro captulo e a introducao, propriamente dita, aosal-
goritmos randomizados. Fazemos,nas secees 1.1 e 1.2, uma breve
revisao de topicosbasicosde probabilidade, variaveis aleatorias e de-
sigualdadesde cauda, necesarios ao bom entendimento das analises
dos algoritmos que aparecemao longo do texto. Na secao 1.3, des-
crevemosas duas principais fam lias de algoritmos randomizados|
Monte Carlo e Las Vegas| e apresertamos a argumertacao conmbi-
natoria queasjusti ca, ilustrando-as comexemplosfaceise didaticos.
Na secao 1.4 encoriram-se as classesde complexidade as quais per-
tencem os problemas que podem ser resolvidos por algoritmos ran-
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domizados. O captulo se encerracom seceesde exerccios e notas
bibliogra cas, como acortecera tambem nos demais captulos deste
texto.

O Captulo 2 aborda a analise probabil stica de algoritmos, bem
comoalgunsdosparadigmascombinatorios mais comuns relacionados
anossotema. Algoritmos de ordenacao bem conhecidossao utilizados
parailustrar asideias principais.

Primalidade e o tema de nossoCaptulo 3. Por exigir estetema
ferramertas matematicas proprias e decertomais complexasqueaque-
las necesarias aosdemaiscaptulos, adotamosaqui uma abordagem
mais lenta, no sertido em que nos concedemosvoltar a de ni cees
basicasde onde resultadosmais complexossao entao, poucoa pouco,
inferidos. Permitimos, assim,que o leitor acumule, ao longo de quase
todo o captulo, o conhecimeno que sefaz essencialpara o entendi-
mento de um dosalgoritmos randomizadosmaisimportantes, famosos
e utilizados na pratica: o algoritmo de Rabin para primalidade.

No Captulo 4, discutimos alguns problemas de geometria com-
putacional, area que vem se mostrando fertil para o orescimento de
algoritmos randomizadosinteressartes e e cientes| comoosque sao
nessecaptulo apresenados.

O Captulo 5 fedha este texto apresertando o metodo proba-
bil stico para provas de existéncia e de-randomizaao.

1.1 Probabilidade basica

E evidente que o estudo de algoritmos randomizados nao poderia
prescindir de alguma dose de calculo de probabilidades, pelo que
entao fazemosagora uma breve e informal revisao de alguns de seus
mais importantes conceitos. Procuramosilustrar cadaum dostopicos
com exemplosfaceis,e recomendamosas notas bibliogra cas ao nal
destecaptulo para material mais aprofundado.

1.1.1 Axiomas e deni cees
Espaco probabil stico, espaco amostral e eventos

Sempreque sefala em probabilidade, e precisodeixar claro o es@aco
probabil stico sobreo qual as probabilidades sao aferidas. Um espaco
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probabil stico e constitu do de:

um esmco amostral = fry;ry;:::g, queeo conjunto de todos
0S possveis resultados de um experimento aleatorio qualquer.
Eventos sao quaisquer subconjuntos de . Os subconjuntos
unitarios E; = frig ;i = 1;2;:::, de nem os eventosele-
mentares daquele experimerto.

uma funcao de prokabilidade Pr , que assia a cadaevernto A

uma probabilidade Pr[A], que pode ser ertendida como o
valor para o qual corvergea taxa de ocorrénciadaqueleevento®
casoo experimento sejarepetido por um numero muito grande
de vezes.

Funcao de probabilidade

A funcao de probabilidade Pr precisaatender as seguirtes condicees:

1. Paratodoevenno A , 0 Pr[A] 1.
2. Pr[] = 1.

S
3. Bara eventos Ag; Ay, ::: disjuntos dois-a-dois,vale Pr[ ; Ai] =
- Pr [Ai].
|

Seja, por exemplo, o experimento aleatorio muito simplesdo lan-
camentode um dado honestode seisfacese o espao probabil stico de-
nido peloconjunto = f1;2;3;4;5;6g de seuspossveisresultadose
pela funcao de probabilidade Pr que assaia a cadaeverto elemerar
Ei = fig| entendido como\o resultado obtido foii" (i = 1;:::;6)
| a probabilidade Pr[Eij] = 1=6. Podemos estar interessadosem
evertos um pouco mais complexoscomo\o resultado obtido foi par",
gue equivale ao evento B = f2;4; 6g, ou\o resultado obtido foi maior
do que 7", que e simplesmerte o everto C = f g.

3Quando se pensa na ocorréncia de um evento A, esta-se pensando no(s)
caso(s) em que o resultado do experimento pertence ao conjunto A.
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Princ pio da inclus ao-exclus ao

SejamAj; Ay;::: eventos arbitr arios quaisquer. Entao,
n #
[ X
Pr Ai = Pr [Ai]
i iX
Pr [Ai \ Aj]
i<j
+ Pr [Ai \ Aj \ Ak]

i<j <k

X
+( 1t Pr A

i1<i o< <i r=1

Ainda no exemplodo lancamerto de um dado, suponha que este-
jamos interessadosno everto \o resultado e par ou multiplo de 3".
E claro que, aqui, estamosdiante do everto D = f2;3;4;6g e, pela
condicao 3 da de ni cao da funcao de probabilidade, temosque Pr [D]
= Pr[f2g] + Pr[f3g] + Pr[f4g] + Pr[f6g] = 4/6. No ertanto, po-
der amos pensarem D como sendoa uniao dos eventos \resultado
par" e\resultado multiplo de 3", istoe,D;1 = f2;4,6geD, = f3; 6q,
respectivamerte. Sendoassim, e aplicando o princ pio da inclusao-
excluszo que queremosilustrar, ter amos

Pr[D] PriDi[ D2]

= PF[D1]+ Pr[Dz] PI’[D]_\ D2]

= Pr[f2;4;6g] + Pr[f3;6g] Pr[f6g]
= 3=6+2=6 16

= 4=6:

Limite da uniao

Decorre do princ pio da inclusao-excluge a seguirte desigualdade,
tao simples quanto util na obtencao de limites para diversasproba-
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bilidades assaiadasa algoritmos randomizados:
n #
[ X
Pr A PrlA;l:

| I

Embora pareca poucojusto estelimite da uniao, o fato e que nao
apenase, na maioria das vezes,perfeitamerte su ciente a utiliza cao
de tal limite quanto seria extremamerte dif cil o calculo exato de
probabilidades complexaspelo princ pio da inclusao-excluge. Alem
disso,comoveremos,em muitos casosa estamosmesmotrabalhando
com desigualdadese majorantes, donde um excessade pragmatismo
no calculo exato de determinadas probabilidades nao faria mais que
adicionar paginas pouco uteis a analise do algoritmo em questao.

Probabilidades condicionais e eventos indep endentes

A prolabilidade condicional de um evento A dado um evento B e
escrita Pr [AjB] e corresponde a probabilidade de que o resultado do
experimento aleatorio pertenca ao conjunto A sabendo-seque per-
tence ao conjunto B.

Podemoscalcular Pr [AjB] como

Pr[A\ B].

PriAB] = —p e

SePr[AjB] = Pr[A], dizemosque A e B sao independentesen-
tre si. Intuitiv amerte, conhecermosque o resultado do experimento
pertencea B em nada altera a avaliacao da probabilidade de que ele
pertencaa A.

Da de ni cao das probabilidades condicionais advem a expresse
para o calculo da probabilidade de uma conjuncao de eventos:

" # 2 3

A \
Pr Ai =  PréAj A3
i=1 i=1 j<i
E, no casoparticular de everntos dois-a-doisindependertes, temos

\n ¥
Pr A = Pr A :
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Probabilidade total e a Regra de Bayes

Separticionamos o espao amostral em eventos (disjuntos) B1; Bo;
::1;Bn, podemoscalcular a probabilidade de um evento A qualquer
pela expres&o seguirte, conhecidacomo prokabilidade total :

X
Pri[A] = Pr[AjB;]Pr [Bi]:
i=1
Dessaexpresso decorre a chamada Regra de Bayes para probabili-
dadescondicionais:

PrBk\ Al _p Pr [AjBk]Pr [Bk]

PriBuAl= —5; [A] " L PrIABiIPr[Bi]’

1.2 Variaveis aleatorias e esperanca

Muitas vezesinteressa-nosatribuir um valor numerico ao resultado
de um experimento aleatorio qualquer. Por exemplo, se nossoex-
perimento consistede seislancamenos consecutivos de uma moeda,
temos 2° = 64 diferentes seqénciaspossveis de carase coroas,cada
uma das quais constituindo um evento elemenar do espao amos-
tral assa@iado aquele experimernto. Se usarmosa notacao K para
cara e C para coroa, hossosevenos elemerares podem ser escri-
tos como\KKKKKK" ,\KKKKK C",\KKKK CK",\KKKK CC" etc.
Pode ser, no ertanto, que interesse-nosapenas, digamos, o tamanho
da maior sequénciade carasconsecutivas. Nestecaso,evenos elemen-
tares como \CKKKK C" e \KKKK CC" correspondem a um mesmo
resultado de um maximo de 4 caras consecutias.

Uma variavel aleatoria X e, portanto, uma funcao de certo espao
amostral  no conjunto dos numeros reais (isto e, X : I R),
de forma que, ao escreeermos Pr[X = x] estamosnos referindo a
probabilidade de que o resultado r do experimento aleatorio sejatal
que X (r) = Xx.

Seja novamerte o0 experimento do exemplo anterior, onde uma
moeda e lancada seis vezesconsecutivas. Se de nimos uma varia-
vel aleatoria Y como sendo o numero total de coroas obtidas, es-
crevermosPr[Y 1] e o mesmoque escreermos Pr [f \KKKKKK"
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\CKKKKK" ,\K CKKKK" ,\KK CKKK" ,\KKK CKK" ,\KKKK CK",
\KKKKK C"g], dondePr[Y 1]= 7=64.

Analogamerte a independéncia de evertos, dizemosque duas va-
riaveis aleatorias X e Y sao independertes sePr[X = x;Y = y] =
Pr[X = x]Pr[Y = y] ou, equivalentemerte, Pr[X = xjY = y] =
Pr[X = x].

A funcaodensidadede probabilidadep : R! [0; 1]deumavariavel
aleatoria X e de nida comopyx (x) = Pr[X = x].

A esperanca, ou o valor esperado, de uma variavel aleatoria X
e, intuitiv amerte, a media dos possveis valores de X ponderados
pelasfrequénciascom que X assumecadaum daquelesvalores. Mais
formalmente, X
EIX]= xpx(x):

X

1.2.1 Linearidade da esperanca

Um conceito absolutamerie importante com respeito as variaveis
aleatorias e sua aplicacao em algoritmos randomizadose o da line-
aridade da esperanca, que reza que, nao importando se as variaveis
aleatorias em questao sao ou nao independertes, vale

para toda funcao linear h.

Voltemos, ainda uma vez, ao exemplo dos seis lancamertos da
moeda. Estamosinteressadosno valor esperado da variavel aleatoria
Y que represena o total de coroasobtidas. Pela de ni cao de espe-
ranca, poder amos calcular E[Y] como

E[Y]=1 Pr[Y = 1]+ 2 Pr[Y = 2]+ +6 Prly = 6];

onde Pr[Y = y] e dada por S 2 ©. Pelalinearidade da esperanca,
no entanto, e facil obter E[Y] escreendo primeiramente Y = Y; +
Y.+ + Y, ondecaday; represera o numero de coroasobtidas no
i-esimolancamerto da moeda, e, erntao:

X6 # X6
E[Y]=E Y, = E[Y]=6 1=2= 3
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Aqui tivemosque calcular explicitamente apenasa esperancade;,
queeO Pr[Y; = O]+ 1 Pr[Y; = 1]= 1=2, supondo\honesta" a moeda.

1.2.2 Limites de cauda

A esperanca de uma variavel aleatoria nos da a ideia de \m edia" e
costuma ser extremamerte valioso conhe®-la, especialmene se es-
tamos interessadosno valor acumulado apos um numero grande de
repeticees do experimento randdmico. Por exemplo, se a variavel
aleatoria em questao e 0 tempo de execlcao X de um algoritmo ran-
domizado, e no mnimo util | e talvez indispensavel | sabermos
gue, apos um numero grande k de execlcees daquele algoritmo, o
tempo total gastotera corvergido para KE[X].

Entretanto, no casode estarmosinteressadosem uma atribui cao
de valor aquelavariavel aleatoria (por exemplo, uma execlcao parti-
cular do algoritmo), a esperanca, apenas,nao nosdiz muito a respeito
da densidadede probabilidade daquela variavel (que e, em ultima
instancia, o que nos diria tudo sobreela).

Na ausncia da expresao exata para a densidadede probabili-
dade, podemos fechar algumas lacunas utilizando limites de cauda
como a desigualdadede Markov, dada a seguir:

PriXx 4] %; paratodo a> 0;

valida para variaveis aleatorias X que assumemapenasvalores nao-
negativos.

Na verdade, a desigualdadede Markov e o melhor que podemos
conseguirquando tudo o que conhecemose a esperanca da variavel
aleatoria (e o fato de assumir ela apenasvalores nao-negativos).

Se,alem da esperanca, conhecermogambem a variancia de uma
variavel aleatoria X,

Var[X]= E[(X E[X]D? = E[X?] (E[X]?

podemosestabelecer,a partir da desigualdadede Markov, um limite
mais forte conhecidocomo desigualdadede Chebyshev

Var[X].
az '’

PriX E[X] 4] paratodo a> 0:
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A desigualdadede Chebyshevtambem pode ser escrita como

PriixX E[X] k] paratodo k > 1;

1

ﬁ;
P . s

onde = Var[X]eodesviopadrao de X, que da intuitiv amerte o

guao afastadosda esperanca osvaloresassumidospor X devem estar.

Desigualdadescomo as de Markov e Chebyshev sao muito utili-
zadasna analise de algoritmos probabil sticos e sao muitas vezesas
responsaveis por prover o grau de con anca necesario a adocao de
estrategiasrandomizadasem problemas praticos.

As desigualdadesconhecidascomo limites de Cherno podem
ser ainda mais poderosas, ainda que fujam ao escom deste curso
introdutorio. O leitor pode encortrar maioresinformaceesnas notas
bibliogra cas.

1.2.3 Algumas variaveis aleatorias imp ortan tes

Descreeremos agora, para referéncia, as variaveis aleatorias mais
comuns e uteis para nossotema.

Vari avel aleat oria de Bernoulli

A variavel aleatoria de Bernoulli e comumente usada como indica-
dor da ocorrénciade algum evento, ja que pode assumir apenasdois
valores: 0 (normalmente assa@iado a nao-ocorréncia de determinado
everto) ou 1 (normalmente assaiado a sua ocorréncia).

E comum chamarmos de \sucesso" ao evento para o qual o indi-
cador de Bernoulli recele valor 1, e de \fracasso" a seucomplemerio.
Sendop a probabilidade ass@iada ao sucessotemos a seguirte den-
sidade de probabilidade para nossavariavel de Bernoulli:

8
<1 p sex=0
x(X)=. p sex =1
"0 para todos os demaisvaloresde x.

O ewernto em questao, propriamente dito, pode ser qualquer. Por
exemplo, suponha uma roleta numerada de 0 a 36 onde a probabi-
lidade de se obter qualquer um dos numeros e id@rtica e, portanto,
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igual a 1/37. Estamos interessadosem saber se, numa dada rodada
da roleta, houve ou nao, como resultado, o numero zero (que, no
famosojogo de azar, e assaiado a ganho da \banca"). Teramos,
nessecaso,\sucesso"de nido comoo evernto em que zeroe 0 humero
sorteado, sendofracassoo evento complemenar em que sai qualquer
outro numero entre 1 e 36. A probabilidade de suessoassaiada a
nossavariavel de Bernoulli seria, portanto, de 1/37.

E facilmente demonstravel que a esperanca de uma variavel alea-
toria de Bernoulli eigual a probabilidade de sucess@. Suavariancia

ep(l p.

Vari avel aleat oria binomial

A variavel aleatoria binomial aparece,normalmerte, quandosedeseja
indicar o total de sucesso®btidos apos uma seqencia de n experi-
mentos randbmicos iderticos e independertes. Em outras palavras,
pode serentendida como a somade n indicadoresde Bernoulli, cada
um dos quais ass@iado a uma mesmaprobabilidade de sucessm.

Javimos | semo termos anunciado | a variavel aleatoria bi-
nomial, quando nos interessamospelo numero total de coroas ob-
tidas em seis lancamenos consecutivos de uma moeda. Trata-se,
portanto, de uma binomial X que pode ser entendida como a soma
X =X+ Xo+ + X de indicadores de Bernoulli, cada um dos
guais assaiado a uma probabilidade de sucessdgual a 1/2.

Usualmerte, abreviam-sevariaveis aleatorias binomiais com pa-
rametrosn (numero de repeticeesde um experimento) e p (probabili-
dade de que uma execlcao do experimento resulte em sucessoxomo
B (n; p). Suadensidadede probabilidade e dada por

Px (X) = : p‘a p"

para 0 X n e x inteiro. Todos os demais valores reais de x
resultam em px (x) = O.

A esperanca E[X] de uma variavel aleatoria X com distribui cao
binomial B(n;p) e igual a np, como pode ser facilmente veri cado.
Para obtermos a variancia da binomial, e preciso conhecermos
E[X?] = n(n 1)p? + np, que resulta diretamente da de ni cao de
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esperanca, mas cujos calculos nao apresetamos aqui. Chega-se,as-
sim,aVar[X]=np(l p).

Vari avel aleat oria geometrica

Quando, ao inves de nos interessarmospelo total de sucessosiuma
se@encia, estamospreocupadoscom o numero de repeticoesde um
experimento randdémico ate 0 momerto em que 0 primeiro sucesso
tenha sido obsenado, estamosdiante de uma variavel aleatoria geo-
metrica.

Suponha que, no exemplo da moeda, nao limit assemosem 6 o
numero de lancamertos, mas, do cortr ario lancassemosa moeda o
numero de vezesque fossenecesario ate o aparecimeno da primeira,
digamos, coroa. Este numero e exatamerte o valor assumido por
nossavariavel aleatoria geonetrica.

A densidadede uma geonetrica X com probabilidade de sucess®
e dada por

(x) = pl p* ! parax=1;23;:::
Px -0 para todos os demaisvaloresde x.

A esperanca de uma geonetrica e o inversode sua probabilidade
de sucessopu E[X] = 1=p. Suavarianciae (1 p)=p’.

1.3 Monte Carlo e Las Vegas

Voltemos, agora, ao assuno que mais nos interessa: algoritmos ran-
domizados. Como o adiantaramos na intro ducao, portanto, existem
dois grandesgrupos de algoritmos randomizados, que se distingeem
um do outro pelalocalizacao da incerteza que resulta da preserca de
experimertos aleatorios a dirigir-lhes de algum modo os passos: se
na propria corretude da resposta apresetiada, sao ditos algoritmos de
Monte Carlo; seem seutempo de execlwcao, sao chamadosalgoritmos
de Las Vegas

Da aplicacao real depende a maior adequaao de um ou outro
tip 0. See precisoa garartia de que o tempo exigido pelo algoritmo
sera deterministicamente limitado, em todas as suasexeclcees, por
uma certa funcao do tamanho da entrada, um algoritmo de Monte
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Carlo e certamerte o0 mais indicado, e uma margemdiminuta de erro
pode mesmoserirrelevante diante da certezade boa performanceque
ele venha a oferecer. Ja a necessidadele se estar sempe diante da
resposta correta aponta 0 uso de um algoritmo de Las Vegas.

Na maior parte das vezes,no entanto, 0 que permite ou sugere
a construcao de algoritmos de um ou outro tipo e o conjunto de
caracter sticas do problema em si| e alguma dosede experiéncia.
Tanto e assim que nem sempre se conhecealgoritmo de Las Vegas
e ciente para um problema para o qual existe algoritmo de Monte
Carlo arrasador; da mesmaforma, muito embora sejasemprepossvel
construirmos a partir de um algoritmo de Las Vegasum outro, de
Monte Carlo (vide secao 1.3.3), nem sempreeste ultimo apresertara
desempenho su cientemerte interessarte.

1.3.1 Monte Carlo

Algoritmos randomizadosde Monte Carlo nem sempredao a resposta
certa. Existe uma chance, inerente ao algoritmo, de que a resposta
apresettada estejadesastradae inescrupulosamete errada.

Nao e preciso, no entanto, que lhes votemos absolutamente qual-
quer sertimento prematuro de descon anca ou antipatia. Anal, a
vida pratica e tambem cheia de incertezas. Exames laboratoriais
podem diagnosticar doencasinexistentes, mas nao deixam de ser fer-
ramentas valiosasnas maosdo bom medico. E precisoapenassaber
lidar com a possibilidade de erro.

Algoritmos randomizadosnao estao limitados a problemasde de-
cisad®. Estes,porem, permitem dividir osalgoritmos de Monte Carlo
em dois tip 0s: os de erro unilateral e os de erro bilateral.

Algoritmos de Monte Carlo de erro unilateral para problemasde
decisao erram, comosugereo nome, apenaspara um doslados: aque-
les que sao baseados-no-sim nunca erram quando a resposta por eles
encortradas e SIM ja os baseados-no-reo estao semprefalando a ver-
dade quando apresertam o NAOcomo resposta. Algoritmos de Monte

4Problemas de decisao sao aqueles em que se deseja descobrir se algo e verda-
deiro: existe representacao plana para este grafo? Tal numero e primo? E possvel
ir da cidade A a cidade B passandopor no maximo k cidades intermedi arias? Esta
amostra de sangue possui 0 v rus XYZ? Estes sao todos exemplos de problemas
de decisao | a resposta certa e um simples SIM ou NAO
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Carlo de erro bilateral podem retornar tanto SIM quanto NAOincor-
retos.

A unilateralidade do erro de um algoritmo de Monte Carlo e ca-
racter stica importante que permite-nosre nar e cientemene nosso
\grau de con anca" na resposta obtida a n veistao bons quanto de-
sejemos.

Exemplo: identidade de polin“fomios

Sejao seguirte problema: dadosdois polindmios de grau d, um deles
apreseniado na forma de um produto de polindmiosde primeiro grau,
eg.,.F(X)=(x a)(x a) (x aq), eoutro naforma candnica
dasomade monémios,e.g.,G(x) = byx? + by x4 1+ + byx + by,
e verdade que ambos os polindmios sao idénticos?

Um algoritmo muito simplese aquelebaseadona comparacao dos
coe cientes dostermos de mesmograu dos dois polinbmios, uma vez
gue ambos encortrem-se na forma canénica. Para isso, o algoritmo
teria que, em primeiro lugar e inevitavelmerte, transformar F (x),
executando, para isso, um numero quadratico O(d?) de operacees
basicasde adicao e multiplica cao.

Eis um algoritmo randomizado que da a resposta certa com pro-
babilidade alta em tempo linear no grau dos polindmios, ou seja,
executandoum numero O(d) de operaceesbasicas:

Entrada:
F; G: dois polinbmios de grau d.
Sada
SIMou NAQ decidindose F e G sao idénticos.

identidadeRolinbmios(F; G):
sateie aleatoria e uniformementeum inteiro w entre 1 e 100d
avalie F (w) e G(w)
retorne NAOse F (w) 6 G(w); casocontrario, retorne SIM

Figura 1.1: Monte Carlo para veri car a identidade de polinbmios.
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Obsene que o algoritmo da gura 1.1 e um algoritmo de Monte
Carlo de erro unilateral baseado-no-ae. De fato, quando o algoritmo
responde NAQ ele tem semprerazao. Ha um certi ¢ ado para esse
NAQ algo que gararte a corretude dessaresposta. Ora, se existe um
numero w para o qual F(w) 6 G(w), os polindmios nao podem ser
idernticos. Obsene que, se os polinbmios sao iderticos o algoritmo
jamais respondera erradamerte que elesnao 0 sejam. Nao existe algo
como um \certi cado falso" para o NAO

Por outro lado, sea resposta dada pelo algoritmo e SIM ha uma
chance de que ela esteja errada. E possvel que os polindmios nao
sejamideénticos, mas que o inteiro w sorteado aleatoriamerte apenas
sejaraiz do polindmio H(x) = F(x) G(x), casoesteem que F (w)
e G(w) avaliariam o mesmovalor especi ¢ amente para w. Nao cons-
tituiria a igualdade F (w) = G(w), portanto, um certi cado para o
SIMP; poder-se-iaconcluir apenasque o algoritmo nao localizou um
certi cado para o NAO

Se 0 algoritmo sempre acerta a resposta quando os polindmios
sao identicos, a pergunta e: qual a probabilidade do algoritmo errar
a resposta quando os polindmios nao sao ideérnticos?

Sabemosque um polindmio de grau d possuino maximo d ra zes
inteiras distintas. Dessaforma, a probabilidade de que o inteiro w
sorteadoaleatoriamerte sejaraiz de F(x) G(x) e menorou igual a
d=100d = 1=100.

O que ganhamoscom essealgoritmo? Ora, e possvel avaliar arit-
meticamerte polindmios de grau d em tempo linear O(d). Rodando,
portanto, em tempo O(d), nossoalgoritmo e extremamerte mais e -
ciente do que o algoritmo determin stico O(d?) que mencioraramos.

Probabilidades associadas ao Mon te Carlo de erro unilateral

A pergunta que precisamosresponder, quando diante de um algo-
ritmo de Monte Carlo, e: qual a probabilidadep 1 " dequea
respsta correta seja dada?

5E evidente que poderia haver um certicado para o SIM se o desejassemos.
Bastaria nos certicarmos de que os polindmios avaliam os mesmos resultados
para d + 1 valores distintos de w. Mas ter que realizar O(d) avaliacees, cada
uma das quais em tempo O(d), nos daria um algoritmo de tempo quadratico
0O(d?), justamente a performance ruim que queremos evitar. Nao ha, portanto,
um certi cado e ciente para o SIM
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Sejaum algoritmo de Monte Carlo de erro unilateral e sejam os
seguirtes evertos ass&iadosa uma execlcao do algoritmo para uma
determinada instancia de um problema de decisao.

As | o algoritmo responde SIM
AN | 0 algoritmo responde NAQ
Cs | arespostacorreta para aquelaertrada e SIM
Cn | aresposta correta para aquelaentrada e NAO

Para um melhor acompanhamero dos paragrafosseguirtes, acon-
selhamosa consultaa gura 1.2, ondeuma setade X paraY repre-
serta a probabilidade condicional Pr [Y jX].

Ha duas maneiras de se entender as probabilidades ass@iadas a
um algorimo de Monte Carlo de erro unilateral. A primeira e pen-
sarmosnas probabilidades de acerto Pr [CsjAs] e Pr [Cy jAn] Ou de
erro Pr[Cy jAs] e Pr[CsjAn ] condicionadasa resmsta apresentada
Quando seconstroi um algoritmo, no entanto, em geral estamospre-
ocupadoscom as probabilidades de acerto Pr [AsjCs] e Pr[AyNjCn ]
ou de erro Pr [AyN jCs] e Pr[AsjCy ] condicionadasa entrada do pro-
blemé®.

Aparentemente, e mais intuitiv o pensarmosnas condicionais as-
sociadas a resposta do algoritmo. No entanto, o fato e que, em-
bora o \certi cado" apresenado para o NAQ(respectivamente, para o
SIM) por um algoritmo de Monte Carlo de erro unilateral baseado-no-
nao (resp. baseado-no-simnos dé automaticamerte Pr [CyjAN] = 1
(resp. Pr[CsjAs] = 1), nemsempreefacil | oupossvel| calcular-
mos as probabilidades condicionadasao fato de que a resposta dada
nao veio acompanhadade um certi cado (pontos de interrogacao
nos diagramasda gura 1.2). Em outras palavras, se um algoritmo
baseado-no-@ae respondeu SIM ou se um baseado-no-simrespondeu
NAQ so e possvel obter as probabilidades condicionais se conhecer-
mos a distribui cao de probabilidade da erntrada do problema (vide
exerccio 2). Ou poderemos,no maximo, atualizar nosso\mo delo de
con anca" (vide exerccio 3).

6 Admitimos que pode parecer confuso trabalhar com as condicionais nos dois
sertidos. Nossa recomendacao e a de que o leitor prera concentrar-se nas pro-
babilidades condicionadas a entrada do problema.
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? ?
/ Resposta correta \ / Resposta correta \
SIM NAO SIM NAO
I X ] A
? 1 O 011 p p 1,0 0 |1 ?
Y Y Y Y
SIM NAO SIM NAO
\Resposta do algoritmo / \ Resposta do algoritm0/4
1-p 1-p
@) (b)

Figura 1.2: (a) MC baseado-no-ae. (b) MC baseado-no-sim.

Se, por outro lado, concerrarmo-nos nas probabilidades assai-
adas a entrada do problema, e facil respondermos satisfatoriamerte
aquela pergunta fundamertal. Algoritmos baseados-no-ae respon-
derao corretamerte SIM sempe que a entrada for uma instancia
SIM (ja que nao inventarao jamais um certi cado falso para o NAQ.
Quando a entrada for uma instancia NAQ a corretude da resposta

dependedo algoritmo ter a capacidade(ou \sorte") de encortrar um
certi cado para o NAG.

A promabilidade de acerto de um algoritmo de Monte Carlo
de erro unilateral baseado-no-nao e maior ou igual a pro-
babilidade de que o algoritmo enwntre um certi ¢ ado para
0 NAQOcaso a entrada seja uma instancia NAO

7Analogamente, algoritmos baseados-no-sim responderao corretamente NAO
sempre que a entrada for uma instancia NAO Quando a entrada for SIM a resposta
so sera um correto SIMse o algoritmo tiv er a \sorte" de encontrar um certi cado
(o que, deseja-se,acontece com alta probabilidade).
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A prokabilidade de acerto de um algoritmo de Monte Carlo
de erro unilateral baseado-no-sim e maior ou igual a pro-
babilidade de que o algoritmo encntre um certi ¢ ado para
o SIM caso a entrada seja uma instancia SIM

Portanto, ecoma (alta) probabilidade de encortrar um certi cado
para um dos lados que devemosnos preocupar quando do desewol-
vimento e analise de algoritmos de Monte Carlo de erro unilateral.

Reduzindo a probabilidade de erro

SejaA um algoritmo de Monte Carlo de erro-unilateral baseado-no-
nao que erra com probabilidade menor ou igual a "; e sejal uma
instancia qualguer para um problema de decisao.

Sigamos agora, 0 seguirte plano: executemosA, seguidae in-
dependertemerte, diversasvezes,ate que uma resposta NAOtenha
sido encortrada | e, portanto, certicada | ou ate que um numero
maximo de t execweestenha sido executado.

Com que probabilidade, apos a adocao da estrategiaacima, esta-
remosdiante de uma resposta incorreta para o problema?

Ora, sea resposta correta e SIM forcosamelte teremosnas maos
um SIMapos exatast execweees. Entao, para que o algoritmo erre, e
preciso que a resposta correta seja NAOe que ele falhe em encortrar
um certi cado para o NAOpor t vezesindependertes e consecutias.
Sendoassim, e designandoa notacao AX para o everto em que a k-
esimaexecicao do algoritmo retorna SIM a probabilidade global de

erro "; pode serdada por:
\t #
". = Pr Cn; AX

k=1 2 3
1

R1
Pr[Cn] Pr4A%jCy;  ALS
=1 i=1

<

_gf

PrCn] Pr[A%jCn ]
k=1

PriCy] PriAkjcn] ':
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Na terceira linha, usamoso fato de que asrepeticeesdo algoritmo
sao todas independertes, de forma que o conhecimeno dos resulta-
dos obtidos pelask 1 execweesdo algoritmo em nada altera as
probabilidades ass@iadasa k-esimaexecicao.

ComoPr[Cy] 1,temos

" Priakicn] ="

Vemos, assim, que a probabilidade de erro decresceexponenci-
almente com o aumerto do numero de repeticeesindependertes do
algoritmo?.

Note que calculamosa probabilidade de erro como sendoa pro-
babilidade da conjuncao dos eventos Cy e AX;k = 1;:::;t. Isto e
possvel pois o algoritmo possuierro unilateral (baseado-no-@e, nesse
caso), de forma que bastaria uma unica resposta assertiva (com exi-
bicao de certi cado para o NAQ no caso)para que tivessemogerteza
da resposta correta. Sao necesarias, portanto, para que haja exibi-
cao de resposta incorreta, t execlceesdistintas e independertes do
algoritmo, cadauma das quais falhando em encortrar um certi cado
(para o NAQ.

A probabilidade de acerto e, evidertemente, a complemenar da
probabilidade de erro, e, portanto, maior ou igual a1l ";. Se,por
outro lado, optassemospor calcular diretamente a probabilidade de
acerto como sendo a probabilidade da disjuncao dos evertos AK ,
precisaramosou trabalhar comum limite poucojusto usandoo limite
da uniao (vide seca0 1.1.1) ou obter a probabilidade da disjuncao de
evertos usando,a duras penas,o princ pio dainclusao-excluse (vide,
igualmerte, a secao 1.1.1).

8Em alguns casos, como no do algoritmo de Monte Carlo para a veri ca cao
da identidade de polindmios, a probabilidade de erro pode ser reduzida simples-
mente alterando-se um parametro interno do algoritmo. Naquele caso, teria sido
o tamanho do intervalo do qual o inteiro w e sorteado. Se, ao inves de utilizar-
mos um intervalo de tamanho 100d, tiv essemosutilizado um de tamanho 1000d,
a probabilidade de erro teria sido menor ou igual a 1=1000, e nao 1=100. Ha,
no entanto, um limite | imposto pelas caracter sticas da maquina ou da lingua-
gem utilizada | para esseintervalo, como ha sempre um limite para o ajuste do
\par"ametro interno", qualquer que seja. Alem disso, evidentemente, nem sempre
e inerente ao proprio algoritmo um tal parametro \a justavel* como o tamanho
do intervalo, naquele caso. Ja o numero de repeticeesindependentes de um algo-
ritmo e ilimitado, sendo esta sim a maneira usualmente adotada para se reduzir
a probabilidade de erro a n veis tao baixos quanto se queira.
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Regra pratica: calcule sempe a probabilidade glotal de
erro pela prokabilidade da conjuncao dos erros nas inde-
pendentesexeucees do algoritmo. A probabilidade glokal
de acerto e sua complementar.

1.3.2 Las Vegas

Ainda que dele consigamosapenasestimativas probabil sticas, algo-
ritmos randomizadosde Las Vegast&m, em geral, tempo de execlcao
bom o su ciente para que sejajusti cada suautilizacao| see que
apenaso aspecto simplicidade, tantas vezespresene, ja por si so nao
ajusticaria | e nada cam devendo a algoritmos determin sticos
guanto a qualidade de suaresposta, que esta semprecorreta.

O tempo computacional de um algoritmo de Las Vegase uma
variavel aleatoria e, como tal, esta completamene de nido por seu
conjunto de momentos Por nao ser nossoobjetivo abordar temas
de probabilidade e estat stica mais do que 0 zemos em nossabreve
porem su ciente | assim o esperamos! | revisao na secao 1.1.1,
basta-nosaqui o entendimento de que, sendouma variavel aleatoria
cujo comportamento a analise do algoritmo torna muito bem conhe-
cido, o tempo computacional de um algoritmo de Las Vegaspode ser
e e avaliado em termos de seuvalor esperado | e talvez variancia,
desvio padrao etc.

Exemplo: busca de elemento em lista com rep eti coes

Suponha que desejamoslocalizar um algarismo qualquer (digamos,
0 9) numa lista de tamanho n que cortem todos os algarismosde 0
a 9 distribu dos em iguais quantidades, isto e, 1=10 de suasposicees
apreseriam o algarismo 0, 1=10 de suas posicees apresetiam o al-
garismo 1 e assim por diante. Nada se sabe, no entanto, sobre a
localizacao dos elemertos.

Imagine um algoritmo determin stico para resoler esteproblema.
Qualquer um. Aqui vao algumassugesbes(cadaitem corresponde a
um algoritmo completo):
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1. Examine uma a uma todas as posicees da lista, a partir da
primeira, ate encortrar o primeiro 9.

2. Examine uma a uma todas as posicees da lista, a partir da
ultima e caminhando de tr as para diante, ate encortrar o pri-
meiro 9.

3. Examine primeiro todas as posicees mpares da lista, isto e,
a primeira, depois a terceira, quinta etc., depois (se nenhum
9 tiv er ainda sido encortrado, evidentemerte) venha voltando
pelasposiceesparesde tr as para diante.

4. Divida alista emk sublistasde tamanho n=k cada: osprimeiros
n=k elemeros irao para a primeira sublista, os n=k elemerios
seguintes irao para a segundasublista e assimpor diante. Exa-
mine agora o primeiro elemerio de cada sublista, em seguidao
segundoelemeno de cada sublista, em seguidao terceiro etc.
ate encortrar um 9.

Agora vejamos: como se comportara o primeiro algoritmo se os
elemernios da lista que lhe for submetida estiverem dispostos em or-
demcrescere (000:::0111:::1222:::2:::999:::9)? E evidente que
o algoritmo tera investigado9n=10+ 1 posiceesno momerto em que
encortrar seudesejadoalgarismo 9.

E o segundoalgoritmo? Como evitar que gastetambemum tempo
muito longo percorrendo quasetoda a lista, casoa ertrada esteja
organizadaem ordem decrescete? O terceiro algoritmo tambem nao
se comportara nada bem caso os algarismos 9 aparecam nas n=10
primeiras posiceesparesda lista. E tampoucoo quarto algoritmo tera
melhor desempenho se os algarismos 9 ocuparem as ultimas n=10k
posiceesde cada sublista. . .

Resumindo, qualquer que seja a estrategia adotada, sempre ha
de existir entradas que exigirao do algoritmo um tempo \ruim" (li-
near no tamanho da entrada, no nossoexemplo). Dependendo da
aplicacao e da distribui cao das instanciasde entrada | por forca de
algum agerte externo, malicioso ou nao, ou ainda que intermiten-
temente, durante determinados per odos, por exemplo| pode ser
gue o algoritmo determin stico seja constantemente levado a ter um
desempenho lento.
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Seja, agora, 0 algoritmo seguirte:

5. Escolha,aleatoria e uniformemerte, uma posicao qualquer, das
n possveis. Veri que-a. Repita ate encorirar um 9.

N&ao, nao e sequerprecisodeixar menossimpleso algoritmo adici-
onando algum tip o de controle das posiceesja examinadas. Perceba
gue, a cada veri ca cao, a probabilidade de encortrarmos um 9 e de
1=10. O numero de veri ca cees, portanto, ate que o primeiro 9 seja
encortrado e uma simples variavel aleatoria geonetrica cuja proba-
bilidade de sucessce 1=10 (vide secao 1.2.3). O valor esperado para
0 numero de veri caceesa seremexecutadaspor este algoritmo e,
portanto, igual a 10, independertemerte do tamanho da entrada.

Em resumo: como alternativa aos algoritmos determin sticos de
tempo linear (no pior caso),conseguimoaum algoritmo de Las Vegas
de tempo esgerado constante para todas as entradas®.

1.3.3 Certeza ou desempenho?

Como vimos, a certeza da resposta correta dada por um algoritmo
de Las Vegaspode torna-lo bastante atraente. Ocorre que, mesmo
em se tratando de algoritmos de Las Vegascujo tempo esperado e
bom, nao podemossaber ao certo se uma determinada execwcao do
algoritmo demandara, talvez, tempo muito maior.

Algoritmos de Monte Carlo, por outro lado, permitem que calcu-
lemos deterministicamente seutempo assirtotico de pior caso,o que
pode ser, em muitos casos,essencial.

Transformando Las Vegas em Mon te Carlo

Uma maneira simplesde transformarmos um algoritmo de Las Vegas
em um algoritmo de Monte Carlo e: execute o algoritmo de Las

9E evidente que, com probabilidade baixa, o tempo de uma execuceo em par-
ticular de um algoritmo de Las Vegas pode ser muito maior do que seu valor
esperado (vide exerccio 5). Ha mesmo, em nosso exemplo, uma probabilidade
in nitamen te pequena de que seu tempo de execucao seja in nitamen te grande.
Se, no entanto, modi ¢ assemosligeiramente o algoritmo proposto, evitando que
uma mesma posicao da lista fosseveri cada mais do que uma vez, a pior execucao
possvel do algoritmo demandaria tempo O(n) | seria, portanto, pelo menos tao
e ciente quanto qualquer algoritmo determin stico.
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Vegasdurante certo tempo, ou durante um numero de passodimitado
por certa funcao do tamanho da entrada. Se encortrar a resposta,
retorne-a, evidertemerte, e pare; do cortr ario, responda NaG° apos
aquelenumero-limite de passos.

Note que o algoritmo obtido dessaforma esta semprecerto quando
responde SIM (baseado-no-sim), pois o SIM tera sido forcosameie
respondido dentro do limite de tempo pre-estatelecido e, portanto,
durante a execiwcao normal do algoritmo de Las Vegas(cuja resposta
e semprecorreta). Uma resposta NAQ por outro lado, pode ter sido
informada durante a execwao normal do Las Vegasou, arbitraria-
merte, apos o estouro do limite de tempo.

A probabilidade deerro™ de um algoritmo de Monte Carlo baseado-
no-sim dessaforma obtido sera majorada pela probabilidade de que
o algoritmo de Las Vegasdemande, para responder SIM quando a
resposta correta e SIM'!, tempo maior do que o limite estabelecido.
Como o tempo computacional do algoritmo de Las Vegase uma
variavel aleatoria muito bem de nida, o calculo exato dessaproba-
bilidade | ou, pelo menos,a determinacao de bons limites inferio-
res e/ou superiores| e factvel. Seja, por exemplo, X a variavel
aleatoria que represerta o tempo computacional de nossoalgoritmo
de Las Vegas,e seja = E[X]. Podemos, por exemplo, de nir o
limite de tempo comok e empregarmosa desigualdadede Markov
(vide seca0 1.2.2) para escreermos

E[X]
k

" PriX k] %:

Transformando Mon te Carlo em Las Vegas

A transformacao de um algoritmo de Monte Carlo de erro unilateral
em um algoritmo de Las Vegascostuma ser menose caz: no caso
de um Monte Carlo baseado-no-ae, por exemplo, ter amos que re-
pet -lo inde nidamente ate que um NAOfosseencortrado. Mas e se
a resposta correta for SIM? Rodaria um numero in nito de vezes?!
Bem, em alguns casose possvel (leia-se pouco custoso) fazer com

10Totalmente arbitr ario. Poder amos ter escolhido responder SIM apos o limite
de temp o, e ter amos, entao, um algoritmo de Monte Carlo baseado-no-nao.

113e tiv essemosoptado por um algoritmo de Monte Carlo baseado-no-nao,
releia-se este paragrafo substituindo-se todos os\sim" por \n-ao".
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gue as sucessias execlcoesdo algoritmo de Monte Carlo nao sejam
independertes, de forma a seevitar a repeticao das mesmasescolhas
aleatorias. O algoritmo, nessecaso, pararia apos todas as possveis
seqéncias de escolhasterem sido exauridas, ou apos certo numero
de escolhasdistintas ter sido feito, o que pode constituir, em alguns
casos(vide nota de rodape numero 5 no exemplo da identidade de
polindbmios da secao 1.3.1), certi cado para o SIM-2,

Quando, no entanto, ha dois algoritmos de Monte Carlo para
um problema, um deles baseado-no-sim(que, portanto, exibe um
certi cado para o SIMcom probabilidade maior ou igual a certo valor
ps casoa resposta correta seja SIM e outro baseado-no-ae (que,
portanto, exibe um certi cado para o NAOcom probabilidade maior
ou igual a um py casoa resposta correta seja NAQ, entao e sempre
possvel criarmos um algoritmo de Las Vegaspara o problema em
guesio como veremosa seguir.

Sejaalgg o algoritmo de Monte Carlo baseado-no-sime algy 0
algoritmo de Monte Carlo baseado-no-ae para um determinado pro-
blema . Sejap o menorentre ps e py . O algoritmo de Las Vegase
exibido na gura 1.3.

Como a probabilidade de que uma resposta (necessariamete cor-
reta!) sejaretornada a cadaiteracao do algoritmo acima e maior ou
igual a p, o numero de iteraceesdo algoritmo e uma variavel aleatoria
geonetrica X com probabilidade de sucessamaior ou igual ap e, por-
tanto, o numero esperado de iteraceese menor ou igual a 1=p. Sendo
ambosAlgg eAlgy polinomiais, teremosobtido um algoritmo de Las
Vegaspara detempo esperadoigualmente polinomial.

Caso semelharte, em que a transformacao de Monte Carlo em
Las Vegase semprepossvel, e aqueleem que sedesejalocalizar uma
estrutura que possuadeterminada propriedade e cuja existéncia e
sabida. Suponhamos que exista um algoritmo de Monte Carlo que
encortra a estrutura desejada(por exemplo, um corte com pelo me-
nos metade do numero de arestasdo grafo| vide secao5.1.2para o
problema do corte maximo) com probabilidade p em tempo polino-
mial. A gura 1.4 mostra como podemosobter um algoritmo de Las
Vegaspolinomial de forma bastarte simples.

12Mais uma vez, aqui, SIM e NaOforam escolhidos arbitrariamen te. O leitor
pode reler todo o paragrafo tro cando os \sim" por \n-a0" e vice-versa.
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Entrada
algg: algaritmo de Monte Carlo baseado-no-sim;
algy : algaitmo de Monte Carlo baseado-no-go;
| : instAncia do problema.

Sada
SIMou NAQ decidindol .

LasVegas-deciao(algs; algy ; 1):
repita:
sealgg(l) retorna SIM
retorne SIM
sealgy (1) retorna NAO
retorne NAO
ate algumaresposta ser retornada

Figura 1.3: Las Vegasobtido de dois Monte Carlos.

Entrada
alg: um algaritmo de Monte Carlo;
| : instAncia do problema.
Sada
A estrutura desejada,presenteem | .

Las\egas-lcalizacao(alg; | ):
repita:
sejax a estrutura retornada por alg(l)
sex possuia propriedadedesejada,retorne x
ate a estrutura desejadaser encontrada

Figura 1.4: Las Vegasobtido de Monte Carlo para localizacao.



\randomizados" | 2007/4/30 | 11:48| page?27 | #33

[SEC. 1.4: CLASSESDE COMPLEXIDADE 27

Mais uma vez, o numero de iteraceesdo algoritmo de Las Vegas
sera uma variavel aleatoria georretrica assa@iada a uma probabilidade
de sucess@, donde o numero esperado de iteraceese 1=p. Note que,
aqui, e necesario que sejapossvel veri car em tempo polinomial se
a estrutura retornada pelo algoritmo de Monte Carlo possuiou hao a
propriedade desejada(por exemplo, se 0 numero de arestasdo corte
retornado e maior ou igual a metade do numero de arestasdo grafo).

1.4 Classes de complexidade

Alem das classesde complexidade usuais em que sao classi cados
os problemas de decisao de acordo com o esforco computacional que
sua resolucao demanda, algoritmos randomizados deram origem a
novas classes,que ora listamos para rapida referéncia. Nas notas
bibliogra cas referimos o leitor a textos mais aprofundados.

1. Classesde complexidaderelacionadasa algoritmos determin s-
ticos:

EXP { classedos problemasque podem ser decididosem
tempo exponencial no tamanho da erntrada.

P { classedos problemas que podem ser decididos em
tempo polinomial no tamanho da entrada.

NP { classedos problemas para os quais uma resposta
SIMpode ser veri cada em tempo polinomial.

co-NP { classedosproblemaspara osquais uma resposta
NAOpode ser veri cada em tempo polinomial.

2. Classesde complexidaderelacionadasa algoritmos randomiza-
dos:

RP (randomizeal polynomial time) { classedos problemas
para osquais existe algoritmo randomizadopolinomial que
responde SIMcom probabilidade maior ou igual a 1/2 caso
a resposta correta seja SIM e responde NAOcom probabili-

dade 1 casoa resposta correta sejaNAGS. Em outras pala-

130 valor 1/2 foi de nido arbitrariamen te.
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vras, e a classedos problemas para os quais ha algoritmo
de Monte Carlo baseado-no-sim.

co-RP { analogamette, e a classedos problemas para
os quais existe algoritmo randomizado polinomial que res-
ponde NAOcom probabilidade maior ou igual a 1/2 casoa
resposta correta seja NAOe responde SIM com probabilida-
de 1 casoa resposta correta sejaSIM Em outras palavras,
e a classedos problemas para os quais ha algoritmo de
Monte Carlo baseado-no-@ae.

ZPP (zem-error probabilistic polynomial time) { classe
dos problemaspara os quais ha algoritmo randomizado de
Las Vegasde tempo esperado polinomial*.

BPP (bounded-error prolabilistic polynomial time) {
classedos problemaspara os quais ha algoritmo de Monte
Carlo de erro bilateral ondetanto a probabilidade de res-
ponder SIM dado que a resposta correta e SIM quanto a
probabilidade de responder NAOdado que a resposta cor-
reta e NAOsao maioresou iguais a 3=4.15

PP (prohkabilistic polynomial time) { classedos problemas
para osquais ha algoritmo de Monte Carlo de erro bilateral
onde tanto a probabilidade de responder SIM dado que a
respostacorreta e SIMquanto a probabilidade deresponder
NAOdado que a resposta correta e NAOsao maioresque 1/2.

Por de nicao, a classeBPP esta contida na classePP. A
diferenca fundamental ertre os problemas em BPP e os em
PP nBPP e o numero de repeticeesdo algoritmo randomizado
necesarias para que a probabilidade de erro sejamenor do que
" > 0: para os primeiros, um numero polinomial (no tama-
nho da ertrada) de repeticees;para os ultimos, apenascom um
numero exponencial delase possvel chegar-seao erro ".

140 algoritmo de Las Vegas da gura 1.3 funciona como prova de que
(RP \ co-RP ) ZPP . Como, evidentemente, ZPP (RP \ co-RP ), temos
ZPP = RP \ co-RP.

15Novamente, o valor 3=4 foi aqui escolhido arbitrariamen te; e su cien te que o
limite inferior para as probabilidades em questao seja igual a 1=2 + 1= , onde
e um polinomio qualquer no tamanho da entrada do problema.
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1.5 Exerc cios

1. Considereuma seq&nciade n lancamertos de uma moeda ho-
nesta. Seja H; o valor da diferenca entre o0 numero de ca-
ras e o numero de coroas que foram obtidos nos primeircbsii
lancamertos, e SBjaH = max; Hj. Mostre que E[H;]= ( i)
equeE[H]= ( " n).

2. Certo exame de sangue pode ser ertendido como um algo-
ritmo de Monte Carlo baseado-no-simque, com probabilidade
p  95%, diagnostica determinada doenca X casoo dono do
sangueexaminado de fato a possua. Uma epidemia de X fez
com que um terco dos habitantes de uma cidade estivessecom
aqueladoenca, cujo tratamento e, no entanto, muito penosoe
nao deve seradministrado a pessoassas. Quantas vezesaquele
exame precisam ser repetido ate que possaser avaliada como
\desprez vel" (menor do que 1%) a chance de que uma pessoa
daquelacidade apresene a doenca X?

3. Sejao mesmoexamede sanguedo exerccio 2. Nao ha epidemia
alguma, destavez. Um medico experiente, porem, baseadonos
diversossintomas cl nicos apresetados por um pacierte seu,
avalia em 80% a probabilidade de que aquele pacierte tenha
a doenca X. O exame que se segue,no erntanto, nao revela a
existéncia da doenca. Como aquele medico deve reavaliar sua
con ancainicial de que seupacierte e um doerte de X?

4. Sejaum algoritmo de Monte Carlo de erro bilateral para um
problema da classePP . Mostre que um numero polinomial de
repeticeesindependertes do algoritmo podem nao ser su cien-
tes para reduzir a probabilidade de erro para 1=4. (Considere
ataxa de erro comosendol1l=2 1=2"))

5. Sejat o numero de veri ca cees realizadas pelo algoritmo de
Las Vegasproposto para a busca de elemerio em lista com
repeticeesda secao 1.3.2. Use as desigualdadesde Markov e
Chebyshevpara obter majorantes para a probabilidade de quet
seja:
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(&) maior do que uma constarte k;

(b) da ordem do tamanho da entrada, ou seja, maior ou igual
a cn, para uma constarte c.

1.6 Notas bibliogr acas

O livro de Cormen, Leiserson,Rivest e Stein [11] e largamerte ado-
tado nos cursosde graduacao em estruturas de dados e algoritmos,
e contem nao so um bom captulo com as ferramertas de proba-
bilidade para algoritmos randomizados, como tambem secees onde
discute aplicacees como Quick Sort (que sefa visto na secao 2.2.1)
e o0 algoritmo de Rabin para primalidade (discutido na secao 3.9).
Uma referénciatambem geral, mais recere, e o livro de Kleinberg e
Tardos[32], que contem um captulo dedicadoa algoritmos randomi-
zados.

O livro classicopara o estudo de algoritmos randomizados e o
de Motwani e Raghavan [41]. Mais recertemente, foi lancado o livro
de Mitzenmacher e Upfal [39], que consideramosmais indicado para
uma introducao ao assuno e que contem excelerie captulo sobre
desigualdadesde cauda e limites de Cherno .

Uma introducao em portugu@s e o livro de Martinhon [35], in-
cluindo uma boa apresettacao das classesde complexidade a que
pertencem os problemas que podem ser resolvidos por algoritmos
randomizados, bem como demonstraceesdetalhadas das relaceesde
pertinéncia e igualdade ertre as diferentes classes.
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Paradigmas
combinat orios e
analise probabil stica

Na solucao de problemascombinatorios, em geral, e em particular no
estudo de algoritmos randomizados, e comum nos depararmos com
novas situacees, modelos probabil sticos ou experimenos aleatorios
gue nos remetem a outros ja vistos ou analisados anteriormente.
Quando estudamos as variaveis aleatorias, por exemplo, e atenta-
mosasdistribui ceesprobabil sticas mais comuns (Bernoulli, binomial
etc.), o que fazemose preparar um certo repertorio de paradigmas,
um arcabouco de ferramertas basicasque sera, quando prop cio, evo-
cado. Evitamos, assim,dispendermuito tempo ou energiaanalisando
ideias basicasem detrimento do uxo de racioc nio demandadopelo
problema espec co que seesta a discultir.

Veremos, agora, alguns paradigmas conmbinatorios que sao bas-
tante recorrertes nas analisesde algoritmos randomizados: o modelo
de bolas-e-latas,na seca0 2.1.1, com a discusso do paradoxo do ani-
versario; e o paradigma do colecionadorde cupons, ha secao 2.1.2.

A segundaparte destecaptulo apresena, na secao 2.2, a analise
probabil stica de algoritmos, forma interessarne de se avaliar a per-
formance media de algoritmos a partir de certas hipotesesa respeito

31
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dasinstanciasde entrada que sa0 a elessubmetidas.

2.1 Paradigmas combinat orios

2.1.1 O modelo de bolas-e-latas

Seja a seguirte situacao: existem m objetos indisting® veis (bolas),
cadaqual a serassaiado aleatoriamerte a um de n objetos distintos
(latas). Essecenario tao simples, corveniertemente chamado modelo
de holas-e-latas encortra aplicacao em um sem-rumero de problemas
reais. A ideia e: cadabola sera colocadacom a mesmaprobabilidade
1=n em qualquer das latas.

As guestes que se pretende responder sao, em geral, do tip o:
guantas latas permanecemvazias?,qual o numero esperado de latas
com mais do que k bolas?, quantas bolas se deve distribuir ate que
sejamais provavel haver do que nao haver alguma lata com mais do
gue uma bola?, qual o numero de bolas na lata mais cheia? etc.

O parado xo do aniv ersario

O casoparticular em que o numero de latas e igual a 365 remete-
nos ao famoso\paradoxo do aniversario”, que, de paradaxo, nao tem
nada | exceto o fato de serem as probabilidades envolvidas algo
contra-intuitiv as para a maioria das pessoas.

Ha 23 pessoasum campo de futebol, durante uma partida (onze
jogadoresem cada time, mais o juiz). Qual a probabilidade de que
haja duas pessoasquaisquer naquele grupo aniversariando exata-
mente no mesmodia do ano? Para veri car a contra-intuitividade
da resposta correta, normalmente o proponerte do \paradoxo" nao
exige o calculo exato da probabilidade em questao, mas apenasuma
estimativa, a que o desprevinido interpelado costuma responder algo
como \baixa" ou \muito baixa". Na verdade,a probabilidade exata
e de 50;72972343%sendo, portanto, mais provavel haver do que nao
haver algum dia do ano commais de um aniversariarte dertre aquelas
23 pessoas.

1Com menos do que 23 pessoas,a probabilidade de haver aniversarios coinci-
dentes e menor do que 50%.
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Numa situacao mais geral do modelo de bolas-e-latascom n latas
e m bolas, pode-secalcular a probabilidade de nao haver qualquer
lata com mais do que uma bola raciocinando em cima do seguirte
experimerto: sortearemosuma lata, aleatoria e uniformemerte, para

everto emque a i-esimabola nao e colocadanuma lata que ja possua
alguma bola. A probabilidade p que buscamose

" #
\m
p = Pr A
) 3
N \
= PréAij AS:
i=1 j<i

O valor Pr [Ajj TJ- «i Aj] eaprobabilidade de que a lata escolhida
para a i-esimabola nao sejauma das latas ja ocupadas,dado que as
i 1bolasanterioresforam posicionadascadaqual numa lata distinta,
sendoportanto igualal (i 1)=n. Substituindo na expresso de p,
temos

¥ i 1 Yon i+1
p = 1 - = -

i=1 n i=1 n

A probabilidade de que exista alguma lata com mais do que uma
bola e, evidertemente, 1 p. Resolendoa equacao 1 p = 1=2,
consegue-sq@egar, apos algumasaproximaceesemolvendo exponen-
ciais, am 2nin2= O( n).

O paradaxo do aniversario e apenasuma das situaceesqbe sepode
assaiar ao modelo de bolas-e-latas. O valor cr tico m = O(" n) como
lim trofe dos casosem que a probabilidade de \colisao" e menor ou
maior do que 1=2 e bem conhecidoe aparece,com alguma frequéncia,
em aplicaceesdo modelo.

A analise probabil stica do algoritmo de ordenacao Bucket Sort
gue veremosna secao 2.2.3 assumeum modelo de bolas-e-lataspara
as possveis erntradas do problema. O paradigma do colecionadorde
cupons, que veremosa seguir, e mais um de seusdesdobrameros.
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2.1.2 O colecionador de cupons

Seja 0 seguirte experimento: sorteia-se,aleatoria e uniformemerte,

um elemenio de um conjunto D = fdy;dy;:::;d,g de objetos distin-
tos. Faz-seisto repetidamente, gerando uma se@éncia de variaveis
aleatorias independertes X 1; X 2;:::, cada X; indicando o ndice do

elemeno obtido noi esimosorteio.

Costuma-sepensarnesteexperimento como o de um colecionador
gue adquire itens para suacolecao aleatoriamerte, cadaitem do uni-
verso de todos os n itens do que seria a colecao completa podendo
ser adquirido com a mesmaprobabilidade 1=n a cadavez. Imagine,
por exemplo, caixas de cereal que trazem, em seu interior, cupons
numeradosde 1 a 10, um cupom por caixa.

De ne-se a variavel aleatoria Wy,.x como sendoo numero de sor-
teios realizadosate que setenha obtido k itens distintos, dos n exis-
tentes. Ou seja, 0 humero de caixas de cereal que foram compradas
ate que o colecionadortiv essek cuponsdistintos em suacolecao. Em
geral, estamosinteressadosem E[W, ].

Especial atencao e dada a variavel aleatoria Wi, , que e 0 numero
de caixasqueo colecionadorprecisacomprar ate completar suacolecao
com todos osn cupons. Como seve, o paradigma do colecionador de
cupons nao e mais do que o modelo de bolas-e-latascomn latas e um
numeroilimitado de bolas(as caixassao asbolase o cupom existerte
na i-esimacaixa e a lata que recele a i-esimabola). Nessecaso,es-
tamos interessadosna quantidade de bolas que dewe ser distribu da
ate que nao haja mais latas vazias.

Para i = 1;2;:::;n, seja Zj a quantidade de caixas de cereal
necesarias ate que o numero de cuponsdistintos possudos pelo cole-
cionadoraumerte dei 1 parai. Ora, quando o colecionadorpossui
i 1 cuponsdistintos, a probabilidade p; de que um cupom, adquirido
aleatoria e uniformemente do universo de todos 0s n coupons, seja
um dos que ele ainda nao possuieigualal (i 1)=n. CadaZ; e,
portanto, uma variavel aleatoria geonetrica com probabilidade de su-
cessq;, dondeaesperancadeZi(i = 1;:::;n) eE[Z;]= n=(n i+1).
EscrevendoWpx = Z1+ Zo + + Zy, chegamosao valor esperado

Xk
E[Wnk] = ' n
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Para o importante casoem que k = n, temos

R
i=1 i=1

X n X
T.
. P n
Lembrando que o numero harmbnico H(n) = |, _; 1=k=Inn+c,
para uma constarte ¢, chegamosao numero esperado E[W,n] =
ninn+ ( n) decaixasde cerealcompradasate quetodososn cupons
distintos tenham sido obtidos pelo colecionador.

Exemplo: map eamento de roteadores

Diversos sa0 0s problemas que admitem algoritmos randomizados
cuja analise recai, de alguma forma, no paradigma do colecionador
de cupons: o problema dos casamerios estaveis, o problema do ciclo
hamiltoniano em grafos aleatorios, e muitos outros.

Uma aplicacao bem simples e aquela em que uma mensageme
erviada de uma origem (cliente) a um destino (servidor), numa rede
de computadores. A mensagermne quebradaem pacotesde informacao,
cada qual transmitido atravesde um caminho xo de roteadores (o
mesmo caminho para todos os pacotes). Suponha que o servidor
precisesaber quais sao os roteadoresexistertes no caminho pelo qual
passoua mensagemqgue lhe foi erviada pelo cliente (para que, em
casode erro, por exemplo, possainvestigar possveis roteadoresque
estejam corrompendo a informacao).

Uma maneira simples seria, evidertemerte, fazer com que cada
pacote armazenasseem um campo espec co de seudescritor (hea-
der), a seqincia de roteadorespela qual passou. Ocorre que pode
nao haver espao su ciente, no descritor de cadapacote, para guardar
aidenti ca cao de todos osroteadoresdo caminho percorrido, semfa-
lar da cargaextra e redundarte de informacao que sefaria transmitir
pelarede.

Uma abordagem randomizada seria: cada pacote guardaria a
identi ca cao de apenasum dos roteadores pelos quais passasse.A
escolhade qual roteador devera ter suaidenti ca cao armazenadano
descritor de um dado pacote deve ser feita aleatoriamerte, de forma
uniforme. Ou seja, para cada pacote transmitido, todos os n rote-
adores daquele caminho terao a mesmaprobabilidade 1=n de ser o
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escolhidopara ter suaidenti ca cao armazenada. Do ponto de vista
do servidor, cada pacote que chegae como uma caixa de cereal con-
tendo | com distribui cao uniforme de probabilidade | algum dos
n cupons existertes. O numero esperado de pacotes que precisam
serrecebidosate que o servidor tenha tido conhecimerto de todos os
roteadoresdaquele caminho e, como foi visto, ninn + ( n).

Resta-nosresolver a quesiao muito pratica de comofazer para que
um pacote em trlansito tenha a mesmaprobabilidade 1=n de armaze-
nar a identi ca cao de qualquer um dos n roteadoresque encortrar a
pela frente. Pode mesmoser o casoem que nao se saila de antemao
0 numero de roteadoresdo caminho em questao.

Isto pode ser resolvido usando-sea tecnica conhecida como re-
servoir sampling Sejaum caminho de n roteadores. Consideremos
agoraum pacote que comeca a ser transmitido. Quando passarpelo
primeiro roteador, elearmazenaa identi ca cao daqueleroteador com
probabilidade 1. Em seguida,quando passarpelo k-esimo roteador,
decidetrocar a identi ca cao que esta no momerto armazenandopela
identi ca cao deste k-esimo roteador com probabilidade 1=k. O que
precisamosmostrar e que, dessaforma, garantimos distribui cao uni-
forme de probabilidade erire os roteadore$, ou seja, mostrar que,

aquele cuja identi ca cao sefa apreserada por um pacote qualquer
ao servidor e 1=n.

Para que o k-esimo roteador seja o escolhido nal, nao importa
gual sejao roteador armazenadono descritor do pacote em transito
no momerto em que este chega ao k-esimo roteador. Tudo o que
precisaacortecer e que, naquele momerto, o pacote opte por trocar
a identi ca cao correntemente armazenadapela do k-esimo (o que
ocorre com probabilidade 1=k) e que, chegando em cada roteador
gue lhe esta a frente no caminho ate o servidor, 0 pacote opte por
nao trocar.

SejaTy (respectivamerte, Ty) 0 everto em que opta-se (resp. nao
seopta) por tro car pela do k-esimoroteador a identi ca cao que esta
correntemente armazenadano descritor do pacote no momerto em

de roteadores nao precisa ser conhecido pelo pacote, ja que apenas k tem algum
papel na decisao sobre trocar ou nao o roteador cuja identica cao esta sendo
armazenada.
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gue este passapelo k-esimoroteador. O evento Fy, em que a iden-
ti ca cao do k-esimoroteador e a que chegaao servidor por meio de
um dado pacote, corresponde a T \ Tg+1 \ Tes2 \ i\ T,. Para
k=1;:::;n, temos

'L
Pr[Fx] = Pr[Tg] PrTi];
i=k+1

pois todas as escolhassao independeries. Como

a expresso de Pr [Fi] ca

1 k k+ 1 n 2 n 1
PrFd= e T kv2 n 1 n

e, apos os cancelametos de numeradorese denominadoresem cas-
cata, chegamosa Pr [F] = 1=n, como quer amos demonstrar.

2.2 Analise probabil stica de algoritmos

Ate agora, vimos como a preserca de escolhasaleatorias faz com
gue diferentes execwceesde um algoritmo para uma mesmaentrada
possam levar tempos distintos ou ate mesmo apresenar respostas
distintas. No entanto, vimos tambem como a preserta dessamesma
aleatoriedade permite-nos conseguir algoritmos simples e e cientes,
gue sao assimconsideradosquando a esperanca da variavel aleatoria
em que seconstitui seutempo de execicao e polinomial no tamanho
da entrada.

Por outro lado, diferentes execwceesde um algoritmo determin s-
tico para uma mesmaertrada sempreresultarao em respostaidertica
e apos exatamerte 0 mesmonumero de passos.Dessaforma, algorit-
mos determin sticos sao consideradose cientes quando executamum
numero polinomial de passospara a pior entrada possvel.

Na pratica, porem, nemsempreo algoritmo maisadequadoe o que
apreserta o melhor tempo para a pior entrada possvel. Pode serque,
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Entrada:

S: conjunto de elementoscompaaveis.
Sada

Os elementosde S em ordem crescente.

quickSat(S):
sejSj < 2, retorne S
tome x, o primeiro elementode S, como piv6
crie duaslistas S; e S; inicialmente vazias
para cadaelementoy de S:
sey < X, coloquey em S;
sey > X, coloquey em S,
retorne quickSat(S1), x, quickSat(S;)

Figura 2.1: Algoritmo Quick Sort para ordenacao.

para ertradas t picas de uma aplicacao qualquer, algoritmos teorica-
mernte menose cientes tenham desempgenho muito melhor! E e jus-
tamente o conhecimeno da \entrada t pica" | ou, melhor dizendo,
das freqeénciasde ocorréncia (probabilidades) das diferentes entra-
das| que permite, em muitos casos,avaliarmos a performance de
algoritmos de forma sensvel a um modelo probabil stico daspossveis
entradas para o problema. E o quechamamosde analise prokabil stica
de algoritmos (randomizadosou determin sticos!), como veremosnos
exemplosque se seguem.

2.2.1 Quick Sort

Diversosalgoritmos existem para o famoso problema da ordenacao.
A entrada, cujoselemenos sedesejadispor em ordem, digamos, cres-

a-dois. Podemosconsiderar,por simplicidade, que oselemerios sejam
numeros e que nao haja dois numerosiguais na segéncia.

Um dosalgoritmos mais simplesde ordenacao e o chamado Quick
Sort, cujo pseudo-odigo encorira-se na gura 2.1.

A ideia e a de escolherarbitrariamente um dos n elemeros da
lista (0 primeiro, por exemplo) e utiliza-lo como o \pivo" de uma
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estrategia do tip o divisao-e-conquista. A lista numerica original e
guebrada em duas sub-listas: uma contendo os elemerios que sao
menoresdo que o pivd, outra contendo aquelesque sao maiores do
gue o pivd. Em seguida, as sub-listas sao recursivamerte submeti-
das a mesmaestrategia de ordenacao. O algoritmo retorna, erntao,
nestaordem, os elemertos ja ordenadosda primeira sub-lista, o pivd,
e os elemenos ja ordenadosda segundasub-lista. Note que listas
vazias ou unitarias, por ja se encorirarem trivialmente ordenadas,
sao0 retornadas imediatamente, nao dando origem a novas chamadas
recursivas.

Um algoritmo tal como o descrito permite-nos facilmente pensar
numa entrada ruim, ou seja,uma queexija uma grandequantidade de
operacoes basicasde comparacao ertre dois humeros. Imaginemos,
por exemplo,uma entrada ja ordenadana forma x; < X, < < Xp.
Como o pivd e escolhidocomo sendoo primeiro elemeno da lista,
a primeira divisao em sub-listas dara origem a uma sub-lista vazia
(dos elemerios menoresque 0 pivd X;) e a uma sub-listacomn 1
elemenos (aquelesmaioresdo que o pivd). Sendoassim,a chamada
recursiva ao Quick Sort para ordenar a sub-lista nao-vazia constituir a
problema praticamente iderntico ao original, apenascom um elemeno
a menos: o proprio pivd. A ordenacao da lista contendon 1 elemen-
tos, por suavez,faracomquen 2 comparaceessejamexecutadas,
aotermino das quais, novamerte, uma sub-lista vazia (dos elemerios
menoresdo que o pivd X,) e uma contendo n 2 elemerios (maio-
res do que x;) terao sido obtidas. E assim sucessiamerte, ate que
as chamadasrecursivas sejam interrompidas no momerto em que as
comparaceescontra o (n  1)-esimopivd tenham dado origem a uma
sub-lista com apenasum elemerio (alem, e claro, de uma sub-lista
vazia). O numero total de comparaceespara uma tal entrada® seria,
portanto, igual a

(n D+ 2+ +2+1:w

Digamos, agora, que nos saitamos de antemao que nossaertrada

= 0O(n?):

3Salientamos que entradas pre-ordenadas nao sao as unicas que exigem temp o
quadratico do algoritmo Quick Sort. Qualquer entrada em que aconteca de o pivd
ser sistematicamente escolhido de forma a dividir a lista atual, a cada chamada
recursiva, em sub-listas de tamanho muito desequilibrado (uma delas de tamaho
limitado por uma constante, por exemplo), sao igualmente ruins.
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t pica nao e do tipo pre-ordenado, nem foi escolhidapor qualquer
forma de adversario malicioso, mas seja uma seq@ncia escolhida
uniforme e aleatoriamente do universo de todas as possveis per-
mutacees de seuselemerios. Qual o comportamento esperado do
Quick Sort, nessecaso? Em outras palavras, qual o numero medio
de comparaceesque serao executadaspara ertradas dessanatureza?

apreseniar. Ou seja, a seqencia S° e exatamerte a seqincia S em
ordem crescete.

SejaX uma variavel aleatoria que correspondeao numerototal de
comparaceesefetuadas. Interessa-nosE[X ]. Como quaisquery; ey
sa0 comparadosno maximo uma unica vez ao longo do algoritmo
(quando um delesfor escolhidocomo pivd de uma lista que ainda
contenha o outro), podemosescreer

2 3
X X
E[X]=E4 Y; O = ELY; I

1 i<j n 1 i<j n

ondeYj e um indicador de Bernoulli que assumevalor 1 quando os
numerosy; ey; sao comparadosdurante a execuwao do Quick Sort
para aquelaentrada. A segundaigualdade e possvel pela linearidade
da esperanca.

Uma vez que o valor esperado de uma variavel aleatoria de Ber-
noulli e igual a probabilidade de que ela assumavalor 1, so o que
precisamossaber e a probabilidade p; dequey; ey; (i < ) sejam
comparadosao longo da execicao do algoritmo. Esta probabilidade
e igual a probabilidade de nao haver, na seqéncia S, qualquer ele-

de ambosy; ey; (de forma que algum elemeno maior quey; e me-
nor que y; seria escolhidocomo pivd antes que y; ou y; o fossem,
separando-osem sub-listas distintas). Em outras palavras, interessa-
nos a probabilidade de quey; ouy; sejao elemerio mais a esquerda,

hipotese,a erntrada foi escolhidaaleatoria e uniformemerte de todas
as permutacees possveis dos elemerios de S° todos os elemerios
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ertre y; ey; (ambos inclu dos) em S° tém a mesmachance de ser,
dertre eles,o elemero mais a esquerdaem S. Conseaientemernte,
P = m,
resolvendo nossosomatorio:
X 2
E[X] = —
(X1 - j 1+ 1
1 i<j n
2 2 2 2
= 1+ -+ -+ + + + =
3 4 n 2 n 1 n
2 2 2 2
+1+ -+ -+ + +
3 4 n 2 n 1
2 2 2
+1+ -+ -+ +
3 4 n 2
+
+1+ =
+1:
Ao re-escreermos o somatorio original reagrupando as parcelas
iguais (que formam as colunasdo desewolvimento acima), obtemos
2
E[X] = (n k+ 1)E
k=2
X2
= (n+1) K 2n 1)
k=2
X
= (2n+2) K an:
k=1
. P n
Comojaolembramosnaseao2.1.2,H(n) = ,_; 1=k= Inn+c,
para uma constarte c. Sendoassim, obtemos, nalmente, E[X] =
2ninn+ cn= O(nlogn).
Como pudemosver, portanto, por meio da analise probabil stica,
o tempo medio do Quick Sort para entradas obtidas do modelo con-
sideradoe tao bom quanto O(nlogn).
—
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Entrada:

S: conjunto de elementoscompaaveis.
Sada

Os elementosde S em ordem crescente.

quickSatRandomizado§):
escolha,aleatoria e uniformemente,uma permutacao de S

retorne quickSat(S)

Figura 2.2: Algoritmo Quick Sort Randomizado para ordenacao.

2.2.2 Quick Sort Randomizado

Na analise que acabamosde ver, estivemosdiante de algoritmo perfei-

tamente determin stico. A aleatoriedadedo experimento estewe pre-

serte no momerto da escolhada entrada do problema, e nao durante

a execleao do algoritmo. Ha casos,porem, em que podemosinserir a

aleatoriedadedertro do proprio algoritmo, na forma de uma pequena
etapa de pre-processameto. Procedendoassim, a boa performance
do algoritmo deixa de depender de um modelo pre-estalelecidopara

as entradas que lhe sao submetidas, como que forcando-as interna-

mente a conformarem com a distribui cao probabil stica do modelo
desejado.

Um exemplo muito simplese o do proprio algoritmo Quick Sort,
gue pode ser facilmente transformado num Quick Sort Randomizadq
como eshocadona gura 2.2.

Sendoiderticas asanalisesnosdois casospode-sever que o tempo
esperadodo Quick Sort Randomizadopara uma entrada qualquersera
o0 mesmoO(nlogn) que tem o Quick Sort determin stico para uma
entrada obtida aleatoria e uniformemene do universo de todas as
permutaceesde seuselemerios®.

4Uma versao bem conhecida do Quick Sort Randomizado e aquela em que nao
ha pre-processamerto algum da entrada, mas o pivd e escolhido aleatoriamente,
a cada passo, entre todos os elementos da lista. E facil ver que o temp o esperado
das duas verseesrandomizadas do algoritmo e absolutamente o mesmo.
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A insercao do pre-processamentoda entrada para trans-
formar algoritmos determin sticos em algoritmos rando-
mizadoscom bom tempo esperado nem sempe e possvel.

2.2.3 Bucket Sort

Damos agoraum segundoexemplo de algoritmo determin stico para
o problemada ordenacao. O algoritmo e o chamadoBucket Sort, que,
dada uma certa distribui cao probabil stica dasinstanciasde erntrada,
roda em tempo linear O(n), quebrando portanto o conhecidolimite
inferior O(nlogn) para ordenaceeshaseadasem comparacao.

O modelo probabil stico da entrada que assumimosaqui e aquele
em que uma ertrada e formada por n = 2™ numeros, que se deseja
ordenar, e cada numero foi escolhidoaleatoria e uniformemerte do
intervalo [0; 2¢[, onde k > m.

O algoritmo Bucket Sort funciona em duas etapas: na primeira,
cadaum dosn numerosque sedesejaordenar e colocado em uma de
n listas, ou buckets Os bucketssao rotulados deOan 1 embinario,
ou seja,\000:::000",\000:::001",\000:::010",\000:::011", ...,
\111:::111", onde o numero de d gitos e igual a m. Cada bucket
cortera oselemernos da erntrada que, serepresenados comonumerais
de k d gitos binarios, apresertam seusm primeiros d gitos correspon-
dendo ao rotulo de

Por exemplo, suponha que tenhamosn = 8 numeros para orde-
nar, escolhidosaleatoria e uniformemerte do intervalo [0; 128[, por
exemplo’: 126 7;2;39;70;91; 120 e 66. Serao criados 8 buckets con-
forme indicado abaixo juntamente com os elemernos da entrada que
serao a cadaqual atribu dos:

\000": 7 (0000111),2 (0000010)

\001": vazio
\010": 39 (0100111)
\011": vazio

\100": 70(1000110), 66 (1000010)
\101": 91(1011011)

\110": vazio

\111" 126(1111110),120(1111000)

5Neste exemplo, m = 3;k = 7.
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Assumindo que cadaelemerio pode serposicionadono seudevido
bucket em tempo constarte, a primeira etapa roda em tempo O(n).

Na segundaetapa, cada bucket e ordenado usando, para isso,
qgualquer algoritmo de ordenacao de tempo quadratico (Quick Sort,
por exemplo). Finalmente, concatena-seas listas correspondertes a
cadaum dos bucketsja ordenados,e isto e tudo. Queremosmaostrar
gue o tempo esperado da segundaetapa e tambem O(n).

SejaX; onumerode elemerios da ertrada que caemno bucket j .
Dado o modelo probabil stico da entrada que assumimos,cada ele-
mernto tem probabilidade idéntica de pertencera qualquer um dosn
buckets| e, portanto, igual a 1=n. Note o leitor que estamosexata-
mente diante do modelo de bolas-e-latas(vide secao 2.1.1), onde os
bucketssao as latas e 0s numeros que sedesejaordenar sao as bolas.
Sendoassim, X; e uma variavel aleatoria binomial B (n; 1=n).

Para ordenar os X; elemenos do j -esimo bucket um algoritmo
de ordenacao de tempo quadratico levara tempo c(X;)? para alguma
constarte c e, dessaforma, o valor esperado para o tempo total X da
segundaetapa do Bucket Sort sera dado por:

2 3

x
EX]=E4 ¢(X;)?5 = cnE[X?];
j=1

onde usamosa linearidade da esperanca e o fato de que todas as
variaveis X; tém idertica distribui cao de probabilidade.

Ja vimos, na seca0 1.2.3, que, para uma variavel aleatoria X com
distribui cao binomial B (n; p), temosE[X 2] = n(n 1)p?+ np. Como
todas as nossasX; e, em particular, X, sao binomiais B (n; 1=n),
temosE[X?]= 2 1=n< 2e,portanto, o tempo esperadode toda a
segundaetapa e no maximo 2cn.

Conseaqientemerte, o algoritmo Bucket Sort roda emtempo linear
O(n) para entradas do modelo probabil stico considerado.

2.3 Exerc cios

1. Suponha uniforme a distribui cao de nascimenios entre os sete
dias da semana.
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(a) Qual o tamanho m nimo de um grupo de pessoasescolhi-
dasaleatoriamerte para que haja pelomenosduaspessoas,
naquele grupo, nascidasnum mesmodia da semanacom
probabilidade p= 1?

(b) Qual o tamanho m nimo de um grupo de pessoasscolhi-
dasaleatoriamerte para que haja pelomenosduaspessoas,
naquele grupo, nascidasnum mesmodia da semanacom
probabilidade p 1=27

2. Um dado honesto e lancado repetidamente ate que todos os
seisresultados possveis tenham sido obtidos. Avalie a proba-
bilidade de que o0 numero de lancamertios sejamaior ou igual a
10.

3. Suponhaum sistemade computacao distribu da no qual proces-
sosdisputem a utiliza cao de recursosmas desistam, temporari-
amerte, em face de con itos com outros processos.O seguirte
modelode bolas-e-latas| emqueasbolassao osprocessos as
latas sao osrecursosemdisputa | descrewe o funcionamerto do
sistema: a cadarodada bolas sao atiradas independertemerte,
e de forma aleatoria e uniforme, nas n latas existertes. Bolas
que, apostodasterem sido distribu das, estejamlocalizadasso-
zinhas numa lata serao imediatamerte atendidas (o recursoe
concedidoao processoque o requisita) e tiradas do conjunto de
bolas sob consideraao. As demaisbolas serao distribu das no-
vamerte na rodada seguirte. Este procedimerto cortinua ate
gue nao haja mais bolas (isto e, ate que todos 0s processos
tenham sido atendidos).

(&) Se ha b bolas no in cio de uma rodada, qual 0 numero
esperado de bolas no in cio da rodada seguirte?

(b) Suponhaque, a cadarodada, o numero de processosaten-
didos sejaexatamerte o valor esperadodo numerode bolas
gue nao compartilham sualata com nenhuma outra. Mos-
tre gue um numero inicial de n bolas e totalmente servido
em O(log logn) rodadas.

(Dica: sex; e o numero esgperado de bolas aposj rodadas,
demonstre e useo fato de que Xj +1 x]?:n.)
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Entrada:

Um conjunto S de elementoscompaaveise um inteiro k.
Sada

O k-esimoelementode S.

seleao(S; k):
sejSj = 1, retorne o unico elementode S
tome x, o primeiro elementode S, como piv6
crie duaslistas S; e S; inicialmente vazias
para cadaelementoy de S:
sey < X, coloquey em S;
sey > X, coloquey em S,
sek jSij, retorne seleao(S:; k)
sek 1= jS;j, retorne x
serao retorne seleao(Sz; k1 jSyj)

Figura 2.3: Algoritmo para seleao do k-esimo elemerto.

4. Dadosum conjunto S e um inteiro k, de nimos o k-esimo ele-
mento de S como o elemerio na k-esima posicao da lista que
contem os elemerios de S em ordem crescete. E possvel de-
terminar o k-esimoelemerio de S emtempo O(nlogn) usando
ordenacao. Analise o tempo medio do algoritmo da gura 2.3,
que determina o k-esimo elemenio sem ertretanto ordenar S.
(Considereque S e escolhidoaleatoria e uniformemene do uni-
versode todas as possveis permutaceesde seuselemenios.)

que X; e X; estao invertidos sei < j masa; > a . O algoritmo
de ordenacao conhecidocomo Bubble Sort troca a posicao de
dois numerosvizinhos na lista que estejam invertidos, ate que
nao haja maisvizinhos invertidos| quandoentaoa lista estara
ordenada. Suponha que a entrada do algoritmo Bubble Sort e
uma permutacao escolhidaaleatoria e uniformemente de todas
as possveis permutaceesde um conjunto de n numerosdistin-
tos. Determine o numero esperado de inverssesrealizadaspelo
algoritmo para ordenar os elemerios daquelaenrada.
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2.4 Notas bibliogr acas

A lista de aplicaceesdo modelo de bolas-e-latase extensa. Alguns
exemplosrecertes o leitor encortrar a nosartigos de Edmondse Pruhs
[17] e de Strumpen e Krishnamurthy [51]. Uma aplicacao importante
e 0 estudo dos grafos aleatorios, em especial aquelesdo largamente
utilizado modelo Gn.m , onde cada possvel grafo com n vertices e
M arestastem a mesmaprobabilidade de serobtido do experimento
aleatorio que os geréf. Grafos aleatorios foram de nidos por Erdps
e Rernyi em 1959 [18], sendo hoje o livro de Bollobas [3] uma das
melhoresreferénciasno tema.

O paradigma do colecionador de cupons e tambem largamerte
empregadoe apareceem algoritmos randomizadospara uma serie de
problemas classicos. Bons exemplossao o problema dos casamemos
estaveis[24, 28], para o qual o leitor encortra algoritmo de Las Vegas
sendodiscutido no livro de Motwani e Raghavan [41], e o problema
da paginacao, com um belo algoritmo randomizado proposto por Fiat
et al. [21].

O problemado ciclo hamiltoniano em grafosaleatorios [9, 10] nao
apenasadmite algoritmo randomizado e ciente (baseadono paradig-
ma do colecionadorde cupons) como e tambem exemplobastante re-
presentativo da tecnicada analise probabil stica de algoritmos, como
e apresenado bastante didaticamente por Mitzenmacher e Upfal [39].

Vasta e a literatura sobrealgoritmos de ordenacao (como os algo-
ritmos Quick Sort e Bucket Sort apresenados nestecaptulo). Uma
boa referénciae o terceiro volume do celebretrabalho de Knuth [33].
Para algoritmos randomizadosno tema, publicacao recerte e o artigo
de Dean [16].

60 modelo Gnp etambem muito conhecido, e e aquele em que grafos aleatorios
de n vertices sa0 obtidos adicionando-se cada possvel aresta entre dois de seus
vertices com probabilidade p.
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Cap tulo 3

Primalidade

O primeiro sistemade criptogra a com chave publica foi desewolvido

por Rivest, Shamir e Adleman [48] e e hoje largamerte utilizado para
garantir a segurarca e a privacidadena tro ca de informaceesatraves
da rede mundial de computadores. O RSA, assimchamadodevido as
iniciais de seuscriadores,atinge seusobjetivosporque e relativamerte

facil encortrar numeros primos grandese e praticamente impossvel

fatorar o produto de dois destesnumerost. Neste captulo, apresen-
tamos um algoritmo randomizado, desewolvido por Rabin [45], que
decide em tempo polinomial se determinado numero e primo. Este
algoritmo e muito empregado,na pratica, para a importante tarefa

de selocalizar primos grandes.

Em 2002, uma descolerta matematica foi noticiada na primeira
pagina dos principais jornais do mundo. Agrawal, Kayal e Saxena
obtiveram um algoritmo polinomial, batizado AKS, para decidir a
primalidade de um inteiro [1]. Foge ao escom deste texto, no en-
tanto, a analisedo determin stico AKS. Alemdisso,paratodosos ns
praticos, o algoritmo randomizado de Rabin lhe e superior. Em pri-
meiro lugar, suamecdnica| bemcomoa matematica necesaria para

1Shor [50] desenvolveu um algoritmo quAntico rapido para fatora cao. Contudo,
para ser executado, o computador quantico necessitaria de pelo menos tantos g-
bits (bits quanticos) quanto o numero de d gitos na base 2 do numero a ser
fatorado | a construcao de tal computador esta absolutamente fora de nosso
alcance, na atual fase do conhecimento humano.

49
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justic a-la| e bem menoscomplexaque a demandadapelo AKS.
Em segundo,o0 algoritmo de Rabin tem custo O(log? n(log logn)°®),
enquarto o custo do AKS e O(log® n(log logn)°®). Mais uma vez,
portanto, sai-semelhor o algoritmo randomizado em simplicidade e
e ciéncia.

Veremos,das secees 3.1 a 3.8, cornteudo matematico basico para
o entendimento do algoritmo de Rabin. Na secao 3.1, de nimos o-
peraceesde adicao e multiplica cao em Z,. O algoritmo de Euclides
para o calculo do maior divisor comum de dois inteiros e descrito e
analisadona secao 3.2. Uma aplicacao deste algoritmo e encortrada
na secao 3.3, ao recordarmoso TeoremaFundamertal da Aritm etica.
Na secao 3.4, estabelecemo® PequenoTeoremade Fermat comouma
consegienciado Teoremade Euler e estudamosuma de suasvarian-
tes, certral para a descrcao do algoritmo de Rabin. Na secao 3.5,
abordamoso TeoremaChinésdo Resto. Na secao 3.6, mostramosque
qgualquer elemerno inversvel de Z,, e poténcia de um elemero xo
guando n e primo ou o quadrado de um primo. Na secao 3.7, de -
nimos quando um natural n e pseudoprimocom respeito a uma base
e calculamosa probabilidade disto ocorrer quando n e composto. O
custo das operaceesaritm eticas usuaise analisadona secao 3.8, onde
e tambem apresenado um algoritmo e ciente para o calculo da ex-
ponenciecao em Z,,. Finalmente, na secao 3.9, intro duzimos a perola
destecaptulo: o algoritmo randomizadode Rabin para decidir prima-
lidade. A secao 3.10fecha o captulo comuma exposicao do algoritmo
RSA para criptogra a, pretendendojusti car o enormeinteresseque
ha em torno de algoritmos e cientes para encortrar numeros primos
grandes.

3.1 Aritm etica modular

Dado um numero natural n, denotamospor [n] o conjunto dos poss-
veis restos de uma divisao por n, isto e, [n] = f0;1;2;:::;n 1g.
Claramerte, [n] nao e fechado com relacao as operacees usuais de
adicao e multiplica cao: quando efetuamosuma destasoperaceesem
dois elemertos de [n], o resultado pode nao estar em [n]. Este pro-
blema pode ser contornado de nindo-se novas operaceesde adicao e
multiplica cao nesteconjunto: o resultado destasnovas operaceesser@
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o resto da divisao por n do resultado obtido quando estasoperacees
sa0 realizadas normalmente em Z,,. Formalmernte, para a;b 2 [n],
de nimos

a b
a b

rega+ b;n)
reqab;n);

onderes(x; n) denota o resto da divisao do inteiro x por n. A aritme-
tica modular estabeleceoutro enfoque para a de ni cao e a aplicacao
destas operacees, dando origem a demonstracees elegaries e elimi-
nando varios problemastecnicos.

Para um inteiro a, considereo seguinte subconjunto de Z:

a=fb2 Z:reqa;n) = regb;n)g:

Quando b 2 &, temos que @ = b, pois a e b deixam o mesmoresto
guando divididos por n. Portanto, dois conjuntos pertenceres a
fa: a2 Zg sao iguais ou disjuntos. Isto e, fa : a 2 Zg e uma
particao de Z que sera denotadapor Z,. Ser for o resto da divisao
de a por n, entaoa = . Conse@enemerte,

Z,=10;1,2:::;n g

Paraa 6 b2 [n], temosquea 6 b. Logo, Z, possui exatamerte
n elemenos. Mais ainda, a funcao de [n] em Z,, quelevaaemae
uma bijecao ertre estesconjuntos. Isto e, os elemeros de [n] e Z,
possuemuma identi ca cao natural.

A adicao de dois elemerios a;b 2 Z,,, denotada por a
sultando em a+ b, e bem de nida. Isto e,sea= aeb=
a+ b= a%+ P, pois

+ bere-
P, temos

(a+b @+B)=(@ a)+ (b )

edivisvelporn| umavezquea a’eb K’ osao. A adicaoem
Z, possuias propriedadesusuais:

Prop osicao 3.1.1. A operacao de adicao em Z,, e ass@iativa, co-
mutativa, possui elementoneutro e tem inverso aditivo.



\randomizados" | 2007/4/30 | 11:48| page52| #58

52 [CAP. 3: PRIMALID ADE

Demonstracao. Obsene que0 e o elemeno neutro deZ,, poisa+ 0 =
a+ 0= a, para qualquer inteiro a. Comoa+ a= a+ ( a) = 0,
temos que a e o inverso aditivo de a. Por de ni cao, para inteiros
a;bec, temos:

a+ (b+c)=a+b+ c=a+ (b+c)=(a+ b+ c=a+ b+c=(a+b+c

provando a assaiatividade. (A terceira igualdade segueda assiati-
vidade para a adicao nos inteiros.) A comutatividade e mostrada de
maneira similar. O

A operacao de multiplica cao em Z,, e de nida de forma analoga,
isto e, quando @;b 2 Z,, o produto de a com b, denotado por ab,
resulta em ab. Esta operacao tambem esta bem de nida, ou seja,
quandoa= aeb= P,

ab a¥’=ab al+alf a¥’=ab )+ Ha a9

edivis vel por n porqueb b’ea a’osao0. Logo,ab= a%P. Tambem
de maneira analoga a adicao, temos que:

Prop osicao 3.1.2. A operacao de multiplicacaoemZ,, e ass@iativa,
comutativa e possui elementoneutro.

Note que, quando a e b pertencemao conjunto [n],

a+b=a b e ab=a b

Isto e, as operacees de nidas em Z, coincidem com as operacees
de nidas para [n] (quando fazemosa identi ca cao natural ertre estes
conjuntos).

As proposicees 3.1.1 e 3.1.2 estabelecem propriedades naturais
para as operaceesde adicao e multiplica cao em Z,,. Contudo, o ines-
perado pode ocorrer quando operamosneste conjunto. Por exemplo,
guandon = 14, temos que

2 7=14=0

Isto e, o produto de dois elemertos diferentes de 0 pode serigual a 0.
(Lembre-sequeisto tambem ocorre com a multiplica cao de matrizes.)
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Dizemosquea e divisor de zem emZ, quandoa 6 0 eexistebemZ,
tal queb6 Oeab= 0.

Para descreermososdivisoresde zeroem Z,,, precisamosde uma
de ni cao. Sejama e b inteiros, com a ou b diferente de 0. O maior
divisor comumdea eb, denotadopor (a; b), e o maior numero natural
gue divide simultaneamerte a e b. Quando (a;b) = 1, dizemosque a
e b sao relativamente primos (ou primos entre si).

Sea e um inteiro satisfazendod = (a;n), entao, por de ni cao,
existem inteiros a° e n® tais que a = da’ e n = dn® Portanto,

an= an®= atin’= & = 0,

Conseamientemernte, a e divisor de zeroquandoa 6 Oed> 1.

Dizemos que um elemerio a de Z, e inversvel quando existe
bem Z, tal queab = 1. (Isto e, @ possuiinverso multiplicativ o
e pode-se\dividir por a" em Z,.) Um elemerno a nao pode ser
simultaneamerte inversvel e divisor de zero em Z,. De fato, caso
a seja inversvel em Z,,, existe elemeno b de Z, tal queab = 1.
Portanto, quando ac = 0 temos:

e a nao e divisor de zeroem Z,,.

Na proxima secao, mostraremosque todo elemeno de Z,, que e
diferente de 0 ou e um divisor de zero ou e inversvel.

Caso a possuaum inverso b em Z,,, este inverso e unico. Su-
ponha que P seja tambem um inversode @ em Z,. Por de ni cao,
ab= 1. Multiplicando ambos os lados destaidentidade por b° temos
(ab® = K. Utilizando asswiatividade e comutatividade da mul-
tiplicacao em Z,, reescreemos esta identidade como b(at®) = b~
Consewerntemerte b= b’ e da b e unico.

3.2 Maior divisor comum

Sejam a e b inteiros tais que a 6 0 ou b 6 0. Relenbraremos o
algoritmo de Euclides para encortrar o maior divisor comum de a
e b, que foi denotado por (a;b). Como

(a;b) = (b;a) e (a;b) = (jaj;jbj);
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nao perdemosgeneralidadeao assumirmosquea b 0. Seb= 0,
erntao (a;b) = a. Portanto, vamossupor que b& 0. Iremos construir
recursivamerte duas seqéncias, uma de restos e outra de quocien-

enguarto r; 6 0, g erjs; Sao respectivamerte o quociente e o resto
da divisaoder; 1 porr;. Isto e,

fi 1= Gri+ rixg; COMO  riyg < Iy (3.1)

Note query+; = 0. Vamosmostrar queryg = (a;b). De (3.1), quando
um inteiro divide dois elemernos consecutivos na seqénciade restos,
divide tambem o elemeno anterior e o posterior a estes. Portanto,
todo inteiro que divide dois elemerios consecutivos da seqéncia de
restosdivide todos os elemernos desta seqéncia. Como (a;b) divide
dois elemeros consecutiwos na segieéncia de restos, ro e ri, enao
(a;b) divide rx. De (3.1), parai = k, conclumos que ry divide
r« 1. Consementemernte, ry divide dois elemenos consecutivs da
seqeénciaderestos: ri 1 erg. Portanto, ry divide todososelemerios
da seqencia de restos, em particular a e b. Por de ni cao do maior
divisor comum, ry  (a;b). Logo, rx = (a;b), pois (a;b) divide r.

Queremosencortrar um majorante parak, isto e, um limite supe-
rior para o numero de diviseesrealizadaspelo algoritmo de Euclides
para o calculo do maior divisor comum. De (3.1), temos que

o rL>ro>rz> >r>0: (3.2)
De (3.1) e (3.2), pois, segue-se&jue
g 1 paratodo i2f1;2;3;:::;kg: (3.3)
Substituindo (3.3) em (3.1), obtemosque, quandoi 2 f1;2;3;:::;Kkg,
Mio1=Gri+ e i+ livg > 2,
onde a ultima desigualdadeseguede (3.2). Portanto, a seq&ncia

formada por todos os restos nao-rulos tendo como ndice um inteiro
par satisfaz a seguirte propriedade: ao percorrermosa seqéncia da
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direita para a esquerda,um elemerio sera sempremaior que o dobro
de seuantecessor.Logo

a=ro> 202> 2%r,> 2%rg> > 2" tryg gy > 2o

Em patrticular,
loga> |+ logry I:

(Ao longo deste captulo, utilizamos loga para denotar o logaritmo
de a na base2.) Como 2l 2 fk 1;kg, obtemos o seguirie limite
superior para o numero k de divisees realizadas pelo algoritmo de
Euclides para o calculo do maior divisor comum:

k 1+2 1+ 2loga:

Se, em (3.1), a divisao fosserealizada de forma que o resto rj.;
satisfaca
- o

necessitaramos no maximo loga diviseespara encortrar o maior di-
visor comum, tornando o algoritmo de Euclidesmais e ciente. (Neste
caso,0s restos poderiam assumir tambem valores negativos.)
Dizemosque um inteiro x e combinacao dosinteiros y e z quando
existeminteiros e taisquex = y + z. Obserne que x e com-
binacao dey e z see somerie sejxj e combinaceao de jyj e jzj.

Teorema 3.2.1. Sea e bsaointeirostais quea6 0oub6 0, entao
(a;b) e combinacao dea e b.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos assumir que
a b 0. Estabeleceremosum resultado mais forte: (a;b) e com-
binacao de quaisquer dois elemenos consecutivos da seq@ncia de
restos. Utilizando recursao, esteresultado seguedos seguirtes fatos:

(i) (a;b) e combinacao dosdois ultimos elemeros da seqenciade
restos; e

(i) para quaisquer tr&s elemerios consecutivos da segiencia dos
restos, se(a;b) e combinacao dosdois ultimos, entaotambem e
combinacao dos dois primeiros.
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Comprovamos (i) facilmente, pois (a;b) = rx = r x + rg+1, onde
(; ) eigual a (1;0). Para mostrar (ii) , suponhaquer; 1;ri;rj+
sejam os tr&s elemenos consecutivos da seq@ncia de restos, para
algum natural i. Por hipotese,(a;b) e combinacaoder; erj.y, isto
e, existeminteiros e taisque(a;b)= r ;+ ri41. De(3.1), temos
querisy =1y 1 gr;. Portanto,

@b=ri+ ra=ri+ (i1 gri)= ri 1+ G)ri
e (a;b) ecombinacaoder; ; er;. Consemenemene, (ii) segue. [

Obsene que na demonstracao do resultado anterior esta impl cito
um algoritmo para encortrar tal combinacao linear. Este algoritmo,
conhecidocomoalgoritmo euclidiano estendidg possuik etapase, em
cadauma delas, e realizada uma subtracao e uma multiplica cao.

Sejan um numero natural. Sea e um elemerio deZ, ea 6 0,
entao:

() (a;n) 8 1 eaeum divisor de zerode Z,; ou
(i) (a;jn) = 1leaeinversvelemZ,.

Ja estabelecemos(i) na secao anterior. Vamos mostrar (ii) . Pelo
teorema 3.2.1, existeminteiros e taisquel= (a;n)= a + n.
Portanto,

l1="a+ n="a+ n="a+ 0="a
eda aeinversvel.

O conjunto de todos os elemenos inversveisde Z,, sera denotado
por Z,. Este conjunto e fechado com relacao a operacao de mul-
tiplicacao e tera papel certral na compreense dos algoritmos para
decidir a primalidade de um numero. A cardinalidade de Z, sema
denotada por (n). (Esta funcao e conhecidacomo a funcao de
Euler.) Note que

(n) = jfa2[n]:(a;n) = 1gi:

Em particular, quandop e um numero primo e m um inteiro positivo,
(p™) = p™ p™ 1. Mais ainda, quandom = 1,Z, = Z, f0g.
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3.3 Teorema Fundamen tal da Aritm etica

Nesta secao, recapitulamos o classicoTeoremaFundamertal da Arit-
metica, um dos primeiros fatos matematicos apresetados aos estu-
dantes no ensinofundamertal.

Um inteiro maior que 1 e dito primo quando nao e o produto de
dois inteiros positivos menores. O resultado seguirte e o nucleo da
demonstracao do TeoremaFundamertal da Aritm etica.

Lema 3.3.1. Seum primo divide um produto de inteir os, entao di-
vide um de seusfatores.

Demonstracao. Sejap um numero primo. Suponhamosque p divida
o produto ab de dois numerosa;b2 Z. Sep divide a, entao o resul-
tado segue. Assumamos,portanto, que p nao divide a. Obsene que
(a;p) = 1, pois (a;p) e um divisor proprio de p. Peloteorema3.2.1,
existeminteiros e tais que

Multiplicando-se estaigualdade por b, obtemos
b= ab + pb: (3.4)

Como p divide ab e ph temos que p divide o lado direito de (3.4).
Portanto, p divide b e o lema vale para o produto de dois inteiros.
Suponhamos,agora, que p divide o produto de n inteiros, digamos

(i) pdivide a;; ou
(i) pdivide o produto dosoutrosn 1 inteiros, quesaoay;:::;an.

Podemosrepetir este processoe, ao nal, encortframos um a; que e
divis vel por p. O

Estamosprontos para demonstrar o TeoremaFundamertal da A-
ritm etica. Vamosassumir que o produto dos elemeros pertencertes
ao conjunto vazio e 1 e que o produto dos elemertos pertencertes a
um conjunto unitario e o seuelemerio.
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Teorema 3.3.2. Todointeir o positivo decompee-sede maneira unica,
a menosda ordem dos fatores, como o produto de numeros primos.

Demonstracao. Sejan um inteiro positivo. Como o resultado vale
guando n e 1 ou primo, necessitamosdemonstra-lo apenas quando
n e composto. Primeiro, mostraremos que n decompe-secomo 0

inteiros maioresque 1, tal que

n=aa Ay
e o tamanho da seq@nciasejao maior possvel. (Note que asseqén-
por logn porquen = aja,:::a 2%. Portanto, faz sertido escolher-
mosuma detamanho maximo.) Obsene que, paratodoi, a; e primo;
do cortrario a; seriao produto de doisinteiros positivosmenorese, ao

substituirmos, na seqéncia, a; por aquelesdois inteiros, obter amos
uma seqencia de tamanho maior, o que e uma cortradi cao.

Agora, estabeleceremosa unicidade da decomposicao. Sejam

n=aa a&=hbb b

Semperdadegeneralidade podemossupor quek |. Pelolema3.3.1,
a; divide b, para algumi. Comob e primo, temosquea; = hy. Po-
demosreordenar os elemernios na seqiénciaby;by;::: ;b e supor que
i = 1. Logo,

AR =b b

a = a ax = :

Repetindo esteprocessopodemosreordenaros elemerios da segunda

seqéncia, de forma que a; = bp;:::;a = . Portanto,
n
- = 1= .
a0, o b+ Db
Como, necessariamete, k = |, essagslecomposiceesde n saoiderticas,

a menosda ordem dos fatores. O
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3.4 O Pequeno Teorema de Fermat

Sejan um inteiro positivo. Para um elemerio a de Z,,, considere
todas as suaspoténcias:

T=a07l- 7288 gk
Comotodasestaspoténciaspertencemao conjunto nito Z,, existem
inteiros i e tais quei < j ea = @. Escolhai e] de forma que |
sejao menor possvel. Seb e o inversomultiplicativ o de a, entao

i1=T=(ah =ab=ab=3a '(@a)=3a "
Pelaescolhadei ej, temosquei = 0. Dizemosquej eaordemde a
emZ,. Note que

atatada =1

saotodasaspoténciasdeaemZ,. A seguirapresetamoso Teorema
de Lagrange.

Teorema 3.4.1. Sejaa um elementode Z, de ordemj. Sea* = 71,
entao j divide k.

Demonstracao. Pelo algoritmo da divisao, existem inteiros g e r tais
quek=q +re0 r<j. Consemertemerte,

I=a=al*"'=@)%a =12 =2

Comoj e o menor inteiro positivo tal quea = 1, tem-sequer = 0.
Logoj divide k. O

Lema 3.4.2. Sejaa um elementode Z, de ordemj. Sei 2 [j],
entao a ordemde @ e igual a (IJ]—)
Demonstracao. Existem inteiros i® e jO tais quei = (i;j)i°ej =
(i;1)i® Note que
@)°=al =g =4% = (@)°=7T =T

Sek e aordem de @, ertao, pelo teorema3.4.1, k divide j°= (IJJ—)

Por denicao, 1 = (a)k = ak. Pelo teorema 3.4.1, | divide
ik. Portanto, j°divide i%. Como (i%j9 = 1, tem-seque | ° divide k.
Mas, pelo paragrafo anterior, k divide j°eda k = j° comoquer amos
mostrar. O
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O proximo resultado foi descolerto por Euler e descree as pos-
sveis ordensdos elemerios de Z,,.

Teorema 3.4.3. A ordemde um elementoa de Z,, divide (n).

Demonstracao. A funcaof :Z, ! Z, dadapor f(X) = aX einje-
tiva porqueaeinversvel. ComoZ, e nito, f tambem e sobrejetiva.
Isto e, f induz uma permutaceao dos elemeros de Z,,. Portanto,

Y Y Y Y Y Y

X = f(X) = (ax) = a X=am X:
X2z X2z, X2z X2Z,

n n n

Logo,a (™ = 1. Peloteorema3.4.1,a ordemde a divide (n). O

A instancia particular do teorema anterior em que n e primo foi
obtida por Fermat. NestecasoZ, = fa:a2[nJge (n)=n 1,
onde, para um inteiro positvo m, [m] = fa2 [m]: a 6 0g =
f1,:::;m 1g. Consementemerte,

Teorema 3.4.4. Sea?2[n] en eprimo, entaoa" = 1.

Este resultadoinspira um possvel algoritmo para decidir a prima-
lidade de n. Repita algumasvezeso seguirte procedimeno: escolha
aleatoriamerte a 2 [n] ecalculeo restoda divisaodea” * porn. Se
algum destesrestosnao for igual a 1, entao, peloresultado anterior, n
e composto. Sereo, sera que podemosa rmar quen e primo a menos
de uma probabilidade muito baixa? A resposta infelizmente e nao!
Existem numeros compostos n que falham neste teste para muito
poucosa 2 [n] . Neste caso,a probabilidade do resto ser 1 e muito
alta, mesmon sendo composto. No0sso objetivo sem mostrar que
uma pequenavariante destealgoritmo funciona comodesejado.Para
tanto, necessitamosestudar ra zesde polindmios com coe cientes em
Z,, quando n e primo. (Surpreendertemerte, o proximo resultado
nao e verdadeiro quando n e composto.)

Lema 3.4.5. Sen e primo, entao 0 numero de razes de um po-
lindmio p(X) com coe cientes em Z, e no maximo igual ao grau de

p(X).
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com 0 maior comprimento possvel tal que

p(X)= (X @) (X am)alX)

an saorazesde p(X). Seestassao todas asra zesde p(X) entao
o resultado segue,pois 0 grau de p(X) e igual a m mais o grau de
g(X). Podemossupor que p(X) possuiraiz a tal que a 6 a para
todoi. Logo,
0=@ a) (@ am)q):

Masa @& 6 0, paratodoi, eda g(@) = O porque Z, nao tem
divisores de zero quando n e primo. Dividindo g(X) por X @&
encoriramos um polindmio &X) com coe cientes em Z, tal que
gX)= X)X a)+q@ = X)X a). Portanto,

p(X)= (X a) (X am)(X aX)
eas;...;am,aconraria aescolhadear;:::;an. O

Descrexeremosum algoritmo para decidir, com probabilidade de
erro pequena,a primalidade de um numero natural n. Utilizaremos,
para isto, a seguirte variante do teorema 3.4.4.

Teorema 3.4.6. Supnhaquen 1= 2'm, onder e um inteiro
nao-negativo e m e um inteiro mpar. Sea 2 [n] e n e primo,
entao:

(i) a"=1;0u
(i) F@m= 1, para alguminteiroi tal que0 i r 1

Demonstracao. Suponhaque(i) naoocorre. Escolhao maior inteiro i
tal que0 i rea?™ 6 1. Peloteorema3.4.4,i < r. Portanto,
a2 ™ =1 Logoa?™ euma raiz do polindbmio p(X) = X2 1. Pelo
lema 3.4.5, p(X') possuiduasra zesque necessariamete sao 1 e 1.
Pelaescolhadei, @™ = ~ 1. Temos(ii) . O

Na secao 3.7, mostraremos que a probabilidade de a 2 [n] sa-
tisfazer (i) ou (ii) do teoremaanterior, no casoem que n e mpar e
composto, e inferior a 1.
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3.5 Teorema Chin &s do Resto

O proximo resultado e conhecidocomo o TeoremaChinésdo Resto
e, surpreendertemerte, era utilizado para determinar o tamanho de
tropas militares.

1 para qualquer2-sulzonjunto fi;jgdef1;2;:::;kg. Se0 rj < m;j,
para todoi 2 f1;2:::;kg, entao existe um unico a 2 [mym;:::mg]
tal quer; = reqa;m;), paratodoi 2 f1;2:::;kg.

Ressaltamos que, embutido na demonstrecao deste teorema,
encortra-se um algoritmo para efetivamerte encortrar o valor de a.

Demonstracao. Inicialmente trataremos o casoem que k = 2. Ob-
sere que

fa2 [mimy]:ry=reqa;mi)g= fgmi+ ry:q2 [m2]g:

Desejamosencorirar todos os elemerios a pertencenes a este con-
junto tais que

r, = reqa;my):

Isto e, desejamosencortrar todososq2 [m3] tais que
=gnmi+riemZpy,:

Esta identidade pode ser reescritacomo

gni=ry riemZpy,:

Como (my; my) = 1, temos que m; possuium inverso multiplicativ o
em Zy,, digamosm. (Este inverso pode ser calculado utilizando-se
o algoritmo que esta impl cito na demonstracao do teorema 3.2.1.)
Logo,

g=m(ry ri) emZy,:

Conseaentemerte, J existe e e unico. O mesmoocorre com g porque
g2 [m;]. Logo o resultado vale quandok = 2.
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Vamos construir recursivamerte uma segi&nciaas;ay;:::;ax tal
que, paratodo| 2 f1;2;:::;kg,
" #
V .
a 2 mi e ri=reja;m;);i=12:::;l (3.5

i=1

Mais ainda, mostraremos que esta se@éncia e unica. Suponha que
g ja foi determinado. (Note que a; = r;.) Descreveremos,agora,
como obter a;+; a partir de g;. Como m; e relativamerte primo
com mj .1 , para to%)i 2 f1;:::;j0, entao, pelo TeoremaFundamen-
tal da Aritm etica, ~1_.;, mj = my m; e relativamerte primo com
m;+1 . Aplicando o resultado do paragrafo anterior, existe um unico
elemero a;+1 de[m; mym;4q ] tal que

a =reda+1;my M) € rja = reg@+1;Mj): (3.6)

Por (3.5) paral = j e (3.6), conclumos que (3.5) vale tambem para
I =j+ 1. Isto e, g+ satisfaz as propriedades desejadas. Obserne
gue a +1 €0 unico elemero de[m;  m;m; ., ] satisfazendo(3.6) e,
portanto, sem unico, ja que & O e. O

Usaremosuma outra abordagem, que nao e algortmica, para
estabelecero Teorema Chinés do Resto. Sejammgq;my:::;my in-
teiros positivos tais que (m;; m;) = 1 para qualquer 2-subconjunto

presentar conjuntos diferentes nesta identidade, nossanotacao nao
gerara confusao, ja que esta impl cito qual conjunto estamosconsi-
derando em cada ocorrénciade a. Na primeira, a denota o conjunto
de inteiros que t&ém o mesmoresto que a quando divididos por n;
na segundaquando divididos por my; na terceira quando divididos
por m; e na ultima quando divididos por my.)

Mostraremos simultaneamerte que esta bem de nida e e inje-
tiva. Estas propriedadesseguemdas seguirtes equivalénciaspara os
inteiros a e a%

() a=a%emz,;

(i) ndividea a°
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(i) paratodoi 2 f1;2;:::;kg, m; divide a a%
(iv) paratodoi2f1;2;:::;kg,a= a’emZy,;
v (3= (a.

(Para estabelecerque (i) e (iii) saoequivalentes e necesario utilizar
0 TeoremaFundamertal da Aritm etica.) Como

iZni = iZm, Zm, Zm, ]
e einjetiva, temosque:
Prop osicao 3.5.2. A funceo e bijetiva.

Como conseaiénciadesteresultado obtemoso TeoremaChinésdo
Resto.

Utilizaremos afuncao para obter uma propriedade fundamental
da funcao de Euler: multiplicatividade. Isto e,

(n)= (my) (mz)  (My): (3.7)

Como (m) = jZ,j, para um inteiro m positivo, a equecao (3.7)
seguede:
120 =12, Zm, Zin, J: (3.8)

Obsene que (3.8) e uma consegiénciaimediata da proposicao 3.5.2
juntamente com o proximo resultado:

Lema 3.5.3. a2 Z, sesomentese ( @) 2 Z,, Z, Zn, -

Demonstracao. Obsere que asseguirtes a rma ceessao equivalentes:
(i) a2 z,;

(i) (an)=1,

(i) paratodoi 2 f1;2;:::;kg, (a;m;) = 1;

(iv) paratodoi2fl1;2;:::;kg, a2 Z,, .

A equivalenciaentre (i) e (iii) e estabelecidapelo TeoremaFunda-
mental da Aritm etica. O
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3.6 Geradores para Z,

Sejan um numero natural. Um elemerio a de Z,, e dito um gerador
para Z,, quando todo elemerio de Z,, e uma poténcia de a. Neste
caso,

z,=1fa :j 2 Ng:

Seaordemdeaed, entao,

Em particular, d = (n). Nesta secao, mostraremosque, quandon e
primo ou o quadrado de um primo, entao Z, possuium gerador. Pri-
meiro contaremos 0 numero de elemenos que possuemdeterminada
ordemem Z,, quandon e primo.

Lema 3.6.1. Supnha quen e primo. Sed e um inteiro positivo,
entao Z,, possuiO ou (d) elementosde ordem d.

Demonstracao. Considereo polinbmio com coe cientesem Z,:
p(X)= X9 T

Obsene que todo elemerto de Z,, que tem ordem d e raiz de p(X).
Portanto, para determinarmos o numero de elemerios de Z,, que
possuemordem d, vamos listar todas as ra zes de p(X) e decidir
guais sao aquelasque possuemordem d.

Se Z, nao tem elemerio de ordem d, entao o resultado segue.
Assumaque Z,, tenha algum elemerno de ordem d. Sejaa um destes
elemenos. Na secao 3, mostramos que

sao dois a dois distintos. Vamosmostrar que cadaum desteselemen-
tos eraiz de p(X). De fato,

p@)=@)? 1=@") 1I=(@1@ 1I=1 1=0

Pelo lema 3.4.5, p(X ) possuino maximo d ra zesem Z,. Portanto,
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sao todas as ra zesde p(X). Pelo lema 3.4.2, parai 2 [d], @ tem
ordem d see somere se (i; d) = 1. Conseaientemente, p(X) possui
exatamerte (d) ra zescomordemd. Isto e,Z, possui (d) elemerios
com ordem d. O

Utilizaremos a notacao ajb com o seguirte signi cado: a e b sao
inteiros positivos e a divide b.

Lema 3.6.2. Supnhaquen e primo. Sed e um inteir o positivo que
divide n 1, entao Z,, possui (d) elementosde ordemd.

Demonstracao. Para cada inteiro positivo d, seja 4 0 conjunto de
elemerios de Z,, que possuemordem d. Desejamosestabelecerque
j 4 = (d). Obsene que

f ¢g:d2Z e d> Qg

e uma particao de Z,. Pelo teorema3.4.3, 4 = ? quando d nao
divide (n) = n 1. Consemenemerte,

f ¢:din 1g
e uma particao de Z,,. Portanto,
X . .
n 1= ]l
din 1

Pelolema3.6.1,j 4j 2 f0; (d)g. Em particular,

i di (d); quandodjn 1 (3.9
Portanto, X X
n 1= i di d=n 1, (3.10)
djin 1 din 1

onde a ultima igualdade seguede (3.11), que sera estabkelecidaa se-
guir. Temos,dessaforma, a igualdade em (3.10). Portanto, a igual-
dadetem que ocorrer em (3.9), paratododjin 1. Istoe,j q4j= (d),
paratodo djn 1. O
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Na demonstracao do lemaanterior, necessitamosla seguirte iden-
tidade:
(d) = m: (3.11)
djm
Para djm, seja 4 = fa2 [m]: (a;m) = dg. Obserne quef 4 :djmg
e uma parti cao de [m]. Conse@entemerte,
X
joaj=m: (3.12)
djm

Pelo TeoremaFundamertal da Aritm etica,

n h i o}
m m
= a2 — — =1
d ad:a g e a g
eda o m
Substituindo a ultima identidade em (3.12), obtemos
X
% =m: (3.13)
djm

Quandod percorretodososdivisorespositivosde m, entao § tambem
percorre todos os divisores positivos de m. Logo,
X m X
9 - (d): (3.14)
djm djm
Note que (3.11) e uma conseaenciade (3.13) e (3.14).
Uma consegiénciaimediata do resultado anterior sefa a proxima
proposicao, fundamertal para estabelecermosa probabilidade de erro
do algoritmo para decidir primalidade.

Prop osicao 3.6.3. Sen e primo, entao Z,, possuium gerador.

Demonstracao. Um elemerto de Z, e gerador quando sua ordem e
(nN)=n 1. Pelolema3.6.2,Z, possui (n 1)elemerios deordem
n 1. O resultado seguepois (n 1) 6 O. O

Prop osicao 3.6.4. Sen e primo, entao Z_, possuium germdor.
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Demonstracao. Um elemeno de Z . e gerador quando sua ordem e
(n®) = n? n=n(n 1). Pelaproposicao 3.6.3, existe a 2 [n] tal
queageraZ,. Sejad aordemdeaemZ_,. Por de nicao,emZ ,,

al=1

Em outras palavras, n? divide a° 1. Consemertemente, n divide
ad 1. Ouseja,emZ,,
al=T1

Peloteorema3.4.1,a ordemdeaemZ, divide d. Isto e,n 1 divide
d. Peloteorema3.4.3,d divide (n?) = n(n 1). Comon e primo,
d2fn 21;n(n 1)g. Sed= n(n 1), entao o resultado segue.
Podemosassumirqued = n 1. Em particular,

an 1=1 (3.15)

emZ_,. De maneira analoga, temosqueaordemden+ aemZ_, e
igualan 2loun(n 1). Seaordemfor n(n 1), entao o resultado
segue.Podemosassumirquea ordemen 1leda

(n+an 1=1 (3.16)

emZ .. Pelo binbmio de Newton, existe inteiro ¢, que dependede a
en, tal que

(n+a)" *=cn’+(n Dna" ?+a” 1= (c+a" H)n? na" 2+a" L

(Coloque em evidencian? nostermos do bindmio cujo expoerte de n
e pelomenos2.) Em Z_,, estaigualdade torna-se

n2»

(n+ a)n 1= (C+ an 2)n2 nan 2 4 an 1= nan 2 4+ an l:

Substituindo (3.15) e (3.16) na identidade acima, temos

Portanto, emZ_,, na" 2= 0. Isto e, n? divide na" 2. Comon e
primo, n divide a; uma cortradi cao ja que a e um gerador para Z,,.
O
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3.7 Pseudoprimos

Sejan um inteiro positivo mpar. Existem inteiros positivosr e m
taisquem e mparen 1= 2'm. Paraa?2 [n], dizemosquen e
pseudoprimocom respeito a base a quando:

(i) am =

(o

; ou
(i) a2 ™ = "1, paraalgum inteiro i tal que0O i r 1.

Pelo teorema3.4.6,quandon e primo, (i) ou (ii) e sempreverda-
deira. Em particular, n e pseudoprimd@ comrespeito a todo elemento
de[n] .

No restante desta secao, assumiremosque n nao e primo. Mos-
traremos que n nao e um pseudoprimo com respeito a maioria dos
elemenos pertencertes a [n] . Na verdade, vamos obter um limite
superior para a probabilidade P, de n ser pseudoprimocom respeito
a um elemero de [n] escolhidoaleatoriamerte. Obsene que:

_jfa2[n] : n epseudoprimocom respeito a agj
- n 1 '

Rabin [45] obteve o seguirte resultado:

Pn

Teorema 3.7.1. Sejan um inteir o positivo mpar. Sen n&ao e primo,
entao a prokabilidade P,, de n ser pseudoprimo com resgeito a um
elementode [n] eswolhido aleatoriamente nao excde %.

Nesta secao, nossoobjetivo e demonstrar este teorema. Conside-
raremos primeiro o casoem que n nao e \livre de quadrados".

Prop osicao 3.7.2. Seexiste primo g tal que¢?jn, entao
1 1

q+ 1 4

Demonstracao. Quando n e pseudoprimo com respeito a a, temos
quea" '=TIemZ,. Nestecaso,a2 Z,. Portanto,

n

ffa2z,:a" =
n 1

230a estranho dizer que um numero primo e pseudoprimo com respeito a um
outro numero, mas esta abordagem facilitar a nossa discussao futura.

lemZ,gj
Pn € ng]:

(3.17)
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Podemosreescreer a equacao 3.17 como:

jfa2[nl:(an)=lenja" ' 1gj

P
n n 1

(3.18)

Como ¢?jn, obtemos que fa 2 [n] : (a;n) = lenja” ' 1g
fa2[n]:(a;q?) = 1egfja” ' 1g: Consemertemente,

ifa2[n]:(a;0?) = leqfja" ' 1gj.

P
n n 1

(3.19)

Como cada elemeno b de Zg intersecta [n] em (;‘—2 elemenos, con-
clu mos que

fa2 [n]:(a¢f) = leqija" * 1gj=
Fifaz o] (@) = leqja’ * 1gj

Substituindo estaigualdade na equacao (3.19), obtemos:

L' 21 - .2 - 2:-.n 1 ..
Po @m plfe2loli@a)=1leqja = gk
Esta desigualdadepode ser escrita como
Pn Ljfﬁ 2Zp @ t=TemZgg (3.20)

¢?(n 1)

Pela proposicao 3.6.4, existe inteiro a tal que a e um gerador
para Zqz. Portanto, em Z_,, a possuiordem (¢?) = g(q 1). Sabe-
mos que

q21

Zp=fa:i2[gq g
Portanto, temos de determinar todos os expoentes i pertencertes a
[a(g 1)] tais que,em Zg,
at D=@)" =1 (3.21)

Peloteorema3.4.1,q(q 1)ji(n 1). Comog?jn, temosque(q;n 1) =
1. Portanto, gji. Como apenasq 1 expoentesi em[g(q 1)] sao
multiplos de g, existem no maximo q 1 expoentesi em [g(q 1)]
gue podem satisfazer(3.21). Isto e,

ffa2zp,:a *=T1emZgpgi q L
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Substituindo esta desigualdadeem (3.20), obtemos

nq 1) _n(q 1) n(qg 1)_n(g 1) 1

@ DT @n @ ¢n on o on@ 1) g+l

O resultado seguepoisge mpar, jaquen e mpar, eda g+1 3. O

Na proposicao 3.7.2, mostramos que Py %, guando n e nao
e \livre de quadrados". Portanto, a partir deste momerto, iremos
assumir que n e \livre de quadrados”. Pelo TeoremaFundamertal
da Aritm etica, existem primos distintos q;; ¢p;:::; Gk tais que

n= e G

Obsene quek 2 poisn nao e primo. Parai 2 f1;2;:::;kg, como
g e mpar, existem inteiros positivosr; e m; tais que m; e mpar e
g 1=2"m;.

Mostraremos dois lemas auxiliares que estabelecemlimites supe-
riores para o numero de a 2 [n] satisfazendorespectivamerte (i)
e (ii) .

Lema 3.7.3. Vale a sqyuinte igualdade:
jffaz[n] :a" = TemZ,gj= (m;mg)(m;mz)  (m;my):

Lema 3.7.4. Para0 | r 1, jfa2|[n] :a_z'm = lemZygje
igual a0, seminfry;ry;:::;reg  j, ouigual a2 k(m; my)(m; my)
(m; myg), caso contrario.

Uma etapa comum a demonstracao destesdois lemas e estabele-
cida no resultado enunciado a seguir.

Lema 3.7.5. Sejamu, v e w inteiros tais queu > 0ev 2 f 1;1g.
Se

v(w)=fa2[w] :a'=vemZ,g;

entao

Jvmi=ij y@i vmwi v
Utilizando a notacao de nida no lema anterior, os lemas 3.7.3
e 3.7.4 fornecem limites superiores para respectivamerte j '(n)j e

i 2 (n)j.
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Demonstracao do lema 3.7.5. Obserne que as seguirtes a rma cees
sa0 equivalentes paraa 2 [n] :

(@ a'=vemZ,;

(b) nja" v;

(c) paratodoi 2f1;2;:::;kg, gja* v;

(d) paratodoi2f1;2;:::;kg, @ =vemZg.

O TeoremaFundamertal da Aritm etica estabelecea equivalénciaen-
tre (b) e(c).

Na secao4, mostramosqueafuncao :Zp! Zg Zg, Zg,
dadapor ( @) = (&;a;:::;a), para um inteiro a e uma bijecao. Pelo
paragrafo anterior, leva o conjunto y(n) em y(ch) v(®)

U(tk). Portanto,
Jvmi=1j y(@m) v(ew) v (G
e o resultado segue. O

Demonstracao do lema 3.7.3. Pelo lema 3.7.5 sera su ciente estabe-
lecerque, para cadai 2 f1;2:::;kg,

i 1'(g)i= (mym;): (3.22)

Pelaproposicao 3.6.3,Z, possuium geradora (cuja ordemeq 1=
2''m;). Portanto, qualquer elemerto de Z, e uma poténcia de a.
Isto e,

Necessitamosdeterminar todos os expoertes j tais quea 2 T(q).
Isto e,
am=(@)"=1emZ,:

Pelo teorema 3.4.1, 2"im;jjm. Seh = (m"‘T) entao 2" hjj, pois m
e mpar. Como existem (m; m;) multiplos de 2'"h em [2" m;], temos
que (3.22) segue. O



\randomizados" | 2007/4/30 | 11:48| page 73| #79

[SEC. 3.7: PSEUDOPRIMOS 73

Demonstracao do lema 3.7.4. Pelo lema 3.7.5 sera su ciente estabe-
lecerque, para cadai 2 f1;2:::;kg,

2/(m;m;) quandor; > j

. 2J m .
J 1 (q )J 0 quandori ] (323)

Pela proposica0 3.6.3,Z, possuium geradora (cuja ordemegq 1=
2''m;). Portanto, qualquer elemero de Z, e uma poténcia de a.
Isto e,

Necessitamosieterminar todososexpoertesk tais quea® 2 2j{“(q).
Isto e,

a2 ™k = (@)2m = “Temz,:
Pelo teorema 3.4.1,
2imij2*tmk e 2''m; §2 mk. (3.24)

Em particular, m;jjmk, poism; e mpar. Ser; |, entao nao existe k
satisfazendo(3.24) eda 2J{T‘(q) = ?. Nestecaso,(3.23) everi cada.
Vamossupor quej < rj. Podemos,enao, reescreer (3.24) como:

21 Imijmk e 27 Im; gmk. (3.25)

Seh = (mmT) enao

2 1 lhijk e 24 Ihgk. (3.26)
Conseaiertemente, k tem que ser um multiplo mpar de 27 i 1h.

Note que existem 2 *1 (m; m;) multiplos de 2" I h em[2" m;], dos
guais metade sao multiplos mpares. Portanto, (3.23) segue. O

Demonstracao do teorema 3.7.1. Pela proposicao 3.7.2, podemosas-
sumir que n e livre de quadrados. Peloslemas3.7.3e 3.7.4,n nao e
pseudoprimo com respeito a exatamerte

(m;my)(m;mz) (Mm@ + 1+ 2%+  + 2¢6 D)

_ (mimg)(mimz)  (mimi)(L+ 1+ 26+ 4+ 2XC D)

P
n n 1
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Como(p (o 1) (k D<ok & 1=n 1, temosque
p o (mimi)(mimz) (mimy)(1+1+2+ +24C 1Y)
n 2imy2z2m,  2rkmy '
Podemosreescreer esta desigualdadecomo
b o (mimi)(mimy)  (mimi) (1+ 1+ 2+  +2€C )
n mym, my Dritrat  +rg :
(3.27)
Utilizando a expresso da soma de uma progres®e geomnetrica e
tambem o fato de ques 1, temosque
K k(s 1) 2 1
1+1+2°+  +2 1+ ——
2k 1
ks 1
= 1+ —— -
2k 1 2k 1
2ks 2 2
Sk 1 2k 1
= ks 1 . 2 2
2k 1 2ks(2k 1)
ks 1, 2 2
2k 1 2x@2k 1)
= ks X+ 2 2
- 22k 1)
_ ke 22D
2k(2k 1)
1
— k
= 2° ok 1
Substituindo este limite superior para 1+ 1+ 2K+  + 2k(s 1)
em (3.27), obtemos
(mmy)(m;mz)  (m;my) 2 1.
Pn < mims my 2T1+I’2+ + I 2k 1 (3-28)
i
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Como, paratodoi 2 f1;2;:::;kg, (m;m;) m; e2s 2 temos
que:

(m;my)(m;mz)  (M;mi) 2¢ 1
m1m2 mk € 2r1+r2+ + Ik :
Conseaiertemerte,
1
Pn< 51

e oresultadoseguequandok 3. Podemosassumirquek = 2. Neste
caso,(3.28) pode ser escrita como:

o (mimg)(m;mg) 2% '
mims 2r1+r2'

Pn (3.29)

Note que o resultado tambem segueneste caso,a menosque r; =
r, = s, (mymy) = my e (m;my) = m,. Vamos supor que estee 0
caso.Comos r, temosque:

g 1ln 1 e o 1n 1L (3.30)

Obserequen 1= o 1= (n 1+ g 1. Por (3.30),
g 1 1. De maneiraanaloga, @ 1ljgu 1. Portanto, ¢p = .
Com esta cortradi cao conclu mos a demonstracao do teorema. O

3.8 A exponenciacao e rapida em Z,

Com o objetivo de estimar a complexidadeda exponenciacao em Z,,
iniciamos estasecao analisandoo custo dasoperaceesaritm eticasusu-
ais. Por simplicidade, consideraremosque 0s operandossao inteiros
represenados em binario. Como se sabe, o numero de d gitos de n,
guandoapresertado comoum numeral escrito na base2, e blognc+ 1:

Prop osicao 3.8.1. Sejama e b inteir os positivos, cada um com no
maximo k dgitos em sua representaao binaria. As operacees de
adicao, subtracao e comparacao entre a e b tém custo O(k); a multi-
plicacao e a divisao t&ém custo O(k?).
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Demonstracao. No algoritmo usual utilizado para a adicao, determi-
nam-se os d gitos do resultado, por ordem, iniciando-se pelo locali-
zadona direita da represetiacao na base2. Vamossupor queosi 1
primeiros d gitos foram determinados. Descrexeremoscomo calcular
o0 i-esimo. O seuvalor sera 0 ou 1 dependendode existir respectiva-
mente um numero par ou mpar de d gitos iguais a 1 nas posiceesda
memoria que guardam: o i-esimod gito de a; o i-esimod gito deb; eo
\vai um". (A posicao\vai um" tem valor inicial O e e continuamerte
atualizada da seguirte forma: recebe valor 0 seexiste no maximo um
d gito igual a 1 nas tr&s posicoesde memoria que acabamosde des-
crever; casocoritr ario, receke valor 1.) Independertemente de comoo
leitor desejecalcular quantas \tarefas basicas"foram realizadaspara
o calculo deste d gito, este numero sefa limitado, digamos, por .
Portanto, o numero de \tarefas basicas"realizadaspara o calculo da
adicao de a com b e limitado por lk. Sendoassim, este algoritmo
tem custo O(k). (Casoo \vai um" nal tenha valor 1, o resultado
da adicao tera k + 1 d gitos e o (k + 1)-esimod gito tera valor 1 |

0 que, evidertemerte, nao altera a complexidadeassirtotica O(k) da
operacao.)

Para descrewer o algoritmo da subtracao, precisamoscomparar
a com b. Inicialmente, completamos as represenacees na base 2
de a e b com 0's a esquerda, de forma que ambos quem com k
\d gitos". (Quando a e bsao armazenadosmk bits de memoria, esta
tarefa foi executada.) Vamosassumirque percorremos,iniciando pela
esquerda,osi 1-esimosprimeiros d gitos das represenaceesde a
e b na base2 sem chegarmosa uma conclusao. Na etapa seguirte,
veri camos seosi-esimosd gitos de a e b sao iguais ou diferentes. Se
forem diferentes, entao um delessera 0 e o0 outro sera 1. O numero
guetiv er o i-esimod gito igual a 1 sera 0o maior. Serao, quandoi = k,
a e b seraoiguais, e, quandoi < k, continuamoscom o processo pois
ainda nao fomos capazesde chegar a uma concluszo. Mais uma vez,
ca claro que estealgoritmo tem custo O(k).

Para subtrair, necessitamoscomparar a com b. Esta fasedo al-
goritmo tem custo O(k). Casob sejamaior ou igual a a, o resultado
dea bser um inteiro nao-positivo. Portanto, calculamosb ae
alteramos o sinal. Vamos descreer como fazer a subtracao apenas
no casoem que a e maior que b. O algoritmo e o mesmoda adicao
exceto na alteracao do valor encortrado em \vai um". O \vai um"
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caraigual a 1 se e somerie se existem mais d gitos iguais a 1 nas
posicees que armazenamo i-esimod gito de b e o \vai um" que na
posicao que guarda o i-esimo d gito de a. Claramente o custo da
segundafasedeste algoritmo tambem e O(k). Portanto, a subtracao
tem custo O(k).

Reduziremosa multiplica cao a adicao de ate k numeros,cadaum
com no maximo 2k d gitos na base2. (Mais ainda, o resultado da
adicao de qualquer subconjunto destesnumeros possuino maximo
2k dgitos.) Portanto, realizamosno maximo k 1 adicees, cada
uma com custo O(k). O custo nal do algoritmo da multiplica cao
sera O(k?). Para encorirar o conjunto de numerosa seremadiciona-
dos, percorremosb da direita para a esquerda.Casoo i-esimod gito
encortrado sejaigual 1, coloca-sena fam lia um numero obtido de a
ampliando, a direita, a suarepresetacaocomi 1 d gitos iguaisa 0.
Casoo i-esimod gito seja0, nao acresceta-se numero ao conjuntos.

A divisao pode ser reduzida apenas a comparacao e subtracao
de numeros, cada um com ate k d gitos. Como sao realizadas no
maximo k de cada uma destasoperacees, 0 custo do algoritmo sera
O(k?), ja que o custo individual de cada operacao e O(K). O

Do resultado anterior, temos como estimar o custo de realizar o-
peraceesem Z,,. Isto sem estabelecidona proxima proposicao. Sali-
erntamos que o custo para realizar a multiplica cao pode sermelhorado
desdeque um algoritmo mais e ciente para realizar a multiplica cao
e divisao nos inteiros seja utilizado*.

Prop osicao 3.8.2. Sejan um inteiro positivo. Sea e b pertencem
a[n], entao o custodecalculara bea beresmgctivamente O(logn)
e O(log? n).

Demonstracao. Sejak o numeroded gitos den, isto e,k = blognc+ 1.
Comoa beigualaa+ b, quandoa+ b< n,ou(a+ b)) n, quando

30 custo de encontrar este conjunto de numeros pode ser desprezado, pois a
adicao pode ser feita utilizando-se apenasa representacao de a na base2. Outros-
sim, o custo de encontrar cada um destes numeros e O(k) e, como encontramos
no maximo k deles, o custo nal para encontr a-los a todos e O(k?) | o que nao
altera o custo assintotico do algoritmo da multiplica cao.

4Veja, tambem, para uma discussao sobre algoritmos mais e cientes para as
operacees com inteiros gigantes, o livro de Crandall e Pomerance [14]. Tanto a
multiplica cao quanto a divisao podem ser realizadas em O(k(log k)°® ).
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a+b n, realizamos,no casoquerequero maior numero de operacees,
uma adicao, uma comparacao e uma subtracao de inteiros positivos
comno maximo k+ 1d gitos. Pelaproposicao3.8.1,0 custoderealizar
cadauma destasoperaceese O(k) = O(logn). Conseaientemente, 0
custo de realizar todas as tréstambem e O(log n).

Obserne quea beigual aorestoda divisao de abpor n, que sao
inteiros positivos com no maximo 2k d gitos. Pela proposicao 3.8.1,
o custo de realizar cadauma destasduas operaceese O(log? n). Por-
tanto, o custo da multiplica cao em [n] e O(log? n). O

Sejamm e n inteiros positivos. Neste paragrafo, descrexeremos
um algoritmo para calcular a™ em Z,,; ondea 2 [n].
No computador, a represeniacao de m e na base2. Logo existem

e, rx = 1, tais que
m= (rgre 1 r1fo)2:
Ou seja
m=r2+r 12T+ 412t 4 g2
Portanto,
am = ark2k+rk 12K Te 4 2terg20
- érkzkark AN ér12lér02°

Mk

K k 1 Tk 1 1 T o To
e 22 2

a2

L i . T
Como @’ eigual a@a®, quandor; 6 O (isto e, r; = 1), ou 1,
quandor; = 0, temos que

Y I
a" = a’: (3.31)
i2[k+1]: r; 60
Portanto, necessitamoscalcular
a2 a8 e A emzy: (3.32)

Como cadaelemerio destasegiénciaeigual ao quadradodo elemerto
gue o antecede,podemosencortrar todos os elemerios de (3.32) rea-
lizando k multiplica ceesem Z,,. (Nao e necesario calcular o primeiro
elemeno, ja que a2’ =al= a.) Por (3.31), necessitamogealizar no
maximo mais k multiplica ceesem Z,, para calcular a™.
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Teorema 3.8.3. Sejamm e n inteir os positivos. Sea 2 [n], entao
pode-se calcular a" em Z, realizando no maximo 2blogmc multi-
plicaceesem Z,. O custo de calcular a" em Z, e O(logm log? n).

Demonstracao. Pelo paragrafo anterior, realizamos no maximo 2k
multiplica ceesem Z, para calcular a" em Z,. Comok+ 1l eo
numero de d gitos de m na base2, temos que

k+ 1= blogmc+ 1

eda k = blogmc. A primeira parte do resultado segue.Para concluir
a demonstracao do teorema, necessitamosapenasestimar o custo de
calcular a" em Z,. Pela proposicao 3.8.2, cada multiplica cao em
Z, tem custo O(log® n). Portanto, o custo de realizar no maximo
2blogmc e O(log m log? n). O

Saliertamos que o custo da exponenciaao e polinomial apenas
em Z,, ja que mantemos o cortrole do numero de d gitos na re-
preseracao na base 2 de todos os elemerios da seqiencia descrita
em (3.32), bem como de todos os produtos parciais obtidos quando
computamoso produto descrito em (3.31). (O resultado de uma mul-
tiplicacao em Z,, e semprerepresertado por um dos possveis restos
da divisao por n, isto e, tem a forma b, com b pertencea [n].) Caso
optemospor realizar exponenciacao nosinteiros, o seucusto seriaex-
ponencial porque o numero de d gitos iria duplicar a cada quadrado
computado. Em particular, casoa e m sejam inteiros positivos, o
numero de d gitos de a” e aproximadamerte

loga™ = mloga= 2°9™ |oga:

Logo o numeroded gitos dea™ e exponencialno tamanho da ertrada
do problema, que e a e m. (Os numerosa e m ocupam respectiva-
mente blogac+ 1 e blogmc + 1 posiceesde memoria.)

Teorema 3.8.4. Sejan um inteiro positivo. Sea 2 [n] en e
mpar, entao e possvel decidir quandon e pseudoprimocom resgito
a a realizando no maximo 2blognc multiplicaceesem Z,,. O custo
destadecisao e O(log® n).

Demonstracao. Existem inteiros positivosr e m tais que m e mpar
en 1= 2'm. Lembre-seque n e pseudoprimocom resgito a a
guando:
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=

@) a" =1 o0u

(i) F@m= " 1, paraalgum inteiro i tal que0 i r 1.

Portanto, para decidirmosquandon e pseudoprimocom respeito a a,
necessitamosalcular os elemenos da segqéncia
1 2 1
a™;a?Matm: i a a2 M™emZy: (3.33)
Ao percorrermos esta sequéncia da esquerdapara a direita, ao ele-
varmos o quadrado de um elemerio, obtemoso seuconsecutivo, pois

) 2 . ’
i i i+l
a2m :aZZm:QZ m:

A partir dea™, necessitamosealizar r multiplica ceesemZ, paraen-
cortrar toda a sequéncia. Peloteorema3.8.3,a™ pode sercomputado
com no maximo 2blogmc multiplica ceesem Z,,. Consementemerte,
sa&0 necesarias

r + 2blogmc  2br + logmc = 2blog2"mc = 2blog(n 1)c:

Pela proposicao 3.8.2, 0 custo de realizar todos estesprodutos em Z,

sera O(log® n). O resultado segueja que, pela proposicao 3.8.1, cada

uma dasr comparaceesenvolvidas nesta decisao tem custo O(log n).
O

3.9 Quase decidindo primalidade em
temp o polinomial

Sejan um numero positivo mpar. Nesta seca0, vamos apresertar
um algoritmo, desewolvido por Rabin [45], que decidesen e PRIMO
ou COMPOSTQuando a sada do algoritmo for n e COMPOSTédt-a0
realmerte n e composto. Mas, seo algoritmo a rmar quen e PRIMQ
evertualmente pode ocorrer de n nao o ser. Isto e, 0 algoritmo pode
falhar e detectar primalidade onde ela nao exista®.

5Em outras palavras, trata-se de um algoritmo de Monte Carlo baseado-no-nao
para o problema de se determinar sen e primo.
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Entrada:
n: um inteiro mpa.
Sada
PRIMG@u COMPOSTdecidindoa primalidade de n.

primalidade(n):
parai de 1 a 5k, faca:

sen nao e pseudopimo com relacao a a;, retorne COMPOSTO
retorne PRIMO

Figura 3.1: Algoritmo de Rabin.

Tememosque, apos diversasseceesvoltadas a puro ferramenal
matematico, o leitor tenha se esquecidoque este texto destina-sea
discuse de algoritmos e tecnicasrandomizadase esteja se pergun-
tando senaoteria valido maisa pena| paradominar o problemada
primalidade que dele exigiu tamanha preparacao| ter estudadode
uma vez o algoritmo AKS, que a decide deterministicamente. Mais
uma vez, porem, ressaltamosque a matematica necesaria para com-
preendero AKS e extremamente mais complexa. Ademais, como de
costume, a probabilidade de erro do algoritmo de Rabin pode ser es-
colhida tao pequenaquanto sequeira. Pode ser escolhida,inclusive,
como menor do que a probabilidade de que haja uma falha no hard-
ware do computador, de forma que se pode conseguirque a resposta
com ele obtida seja, para todos os efeitos, tao boa quanto a do AKS!

A gura 3.1lapresena o pseudo-odigo para o algoritmo de Rabin
para decidir primalidade.

Como ja temostodo o material necesario, a analise do algoritmo
de Rabin e deveras descomplicada. Pelo teorema 3.4.6, casoa sada
do algoritmo de Rabin sejaCOMPOSE@aon e realmerte composto®.
Por outro lado, a chance de que um n composto seja pseudoprimo
para uma base qualquer consideradaem uma iteracao do laco do
algoritmo e inferior a %, como nos garante o teorema 3.7.1. Dessa

SRacioc nio alternativ o: entradas em que n seja primo nunca levarao o algo-
ritmo a responder COMPOSTO
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forma, a probabilidade de que o algoritmo responda erroneamente
PRIMGen inferior a

k k

T L L S T I
4 210k 210 T 1024 1000  10®¢ 103k’

Portanto, a probabilidade global de erro do algoritmo de Rabin e

1.
103k
Para que esta probabilidade sejafeita tao pequenaquando sequeira,

e su ciente escolhermosvalores maiores’ para k.
Pelo teorema 3.8.4, necessitamogealizar no maximo

10k logn

multiplica cees em Z, para executar 0 algoritmo de Rabin. Mais
ainda, o custo destealgoritmo sera O(k log® n). Isto e, sera polinomial
qguandok for xo. Casosejamutilizados algoritmos maisrapidospara
executarasoperaceesde multiplica cao e divisao, o custo do algoritmo
de Rabin cai para O(k log® n(log logn)°®).

3.10 A imp ort &ncia de encontrar numeros
primos grandes: o RSA

Nesta ultima secao, apresertamos o algoritmo RSA para criptogra-
a, em gue a capacidadede seencortrar primos grandestem papel
fundamertal.

O alfaketo (conjunto de caracteres)utilizado e o mesmoparatodos
os usuarios do sistemaatravesdo qual serao transmitidas as mensa-
genscriptografadas pelo algoritmo (pode corter, por exemplo, todos
0s s mbolos dispon veis em um teclado de computador). Como o al-
fabeto utilizado em nossaescrita, o alfabeto utilizado pelo RSA e
ordenada Assumamosque o alfabeto em questao possual letras.
Estao xos doisinteiros r es, comr < s, para seremutilizados por
todos usuarios.

7Para k = 10, a probabilidade de erro do algoritmo de Rabin ja pode ser
considerada, para todos os efeitos, nula!
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Um usuario qualquer, que desejareceler mensagenscriptografa-
das pelo RSA, precisaescolherdois numerosprimos grandesp e q de
forma que

L" < pg< LS: (3.34)
Sejan = pg Obseneque (n)=(p 1)(q 1). O usuario escolhe
um elemerto einversvelemZ, 1)q 1) ecalculao seuinversd d em
Z(p (g 1)- Isto e,

ed=ad=Tem Z(p (g 1)- (3.35)

Podemosassumirqued ee saointeirosem|[(p 1)(g 1)]. O usuario
torna publicas as\chaves" n; e (para codi ca cao) e mantem secretaa
\chave" d (para decdi ca cao). Osprimos p e g podem serdestru dos.

Para enaminhar uma mensagenpara um usuario que disponibili-
zou suaschavespublicas n; e, utilizamos o seguirte algoritmo: divide-
sea mensagema ser cifrada em blocos com r letras (caso o ultimo
bloco que com menosde r letras, completa-se as posicees vazias
com a ultima letra do alfabeto | que e, em geral, um espao em
branco). Cadabloco B comr letras pode servisto comoum numero
inteiro nao-negativo b com ate r d gitos escrito na baseL (e tendo
como d gitos as letras do alfabeto). Obserne que b < L' e, sendo
assim,b 2 [n]. Calcula-seb’ = regt®;n). Comon < LS, o inteiro
nao-negativo b’ tem no maximo s d gitos quando escrito na baselL.
Em particular, pode ser transformado em um bloco B de s letras
na baseL. A mensagema ser encaminhadae obtida substituindo-se
cadabloco B pelo bloco B corresponderte.

Para decifrar uma mensagemque chega, o0 usuario a quebra em
blocosde s letras, cadaum dos quais assaiado a um inteiro b°< LS.
O algoritmo utilizado para cifrar estabelecet® = regb®;n). Pelo
teorema 3.4.3,

L o d _ _ _ _
=5 =b6°=b ™' = b b=bemz,

(comod eoinversodeeemZ, 1yq 1), temosquede=  (n)+ 1,
para algum ). Portanto, com o conhecimenio de d, obtemosb a
partir de b°, e a mensagemoriginal e recuperada.

8Na secao 3.2 caracterizamos os elementos inversveis de Zp 1(q 1) ©apre-
serntamos implicitamen te um algoritmo com custo polinomial para o calculo de
seu inverso.
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E possvel mostrar que, casoalguem possuaum algoritmo para
sempre obter b a partir de b’ | isto e, quebrando o sistema crip-
togra co e lendo efetivamerte as mensageny , ertao este alguem
conseguefatorar n rapidamerte. Assume-se,no ertanto, que esta
tarefa e impossvel do ponto de vista computacional.

3.11 Exerc cios
1. Determine todos os divisores de zeroem Zsg.
2. Existem numerosinteiros a e b tais que 1 = 1514 + 135%7?

3. Em Zi514, 1357 e inversvel? Em casoa rmativ o, determine
seuinverso.

4. Em Z,, qual a ordem de a* quando a ordem de @ e 132?
5. Qual o resto da divisao de 2°122 por 17?

6. Encortre todas asra zesdo polindmio p(X) = X2 1emZs,.
Resoha 0 mesmoproblema quando Z3, e substitu do por Zon .

7. Encontre 0 menor inteiro positivo que deixa restos 5, 2 e 3
quando dividido respectivamerte por 9, 10 e 11.

8. Qual o valor de (1518)?

9. Encontre um gerador para Z,5. Determine a ordem de todos os
elemerios de Z 5.

10. Sejamp e n inteiros positivos. Quando p e primo, mostre que
Z,» possuium gerador.

11. Mostre quea®®® = T paratodo a2 Z;.
12. O inteiro 341 e pseudoprimocom respeito a 2?

13. Calcule 7 em Z123a.



\randomizados" | 2007/4/30 | 11:48| page85| #91

[SEC. 3.12: NOTAS BIBLIOGRAFICAS 85

3.12 Notas bibliogr acas

Uma boa descricao do AKS pode ser encortrada no artigo de Gran-
ville [27]. Caso desejeentender, com todos os detalhes, as razees
pelasquais o algoritmo funciona, o leitor encortrara no livro de Cou-
tinho [13] uma excelerte alternativa em | ngua portuguesa.

Para uma discusse mais detalhada sobreo sistemade criptogra a
com chave publica conhecidocomoRSA, outro livro de Coutinho [12]
constitui excelernte escolhaem | ngua patria. Pode-setambem recor-
rer ao livro de Koblitz [34], que e escrito em inglés (e poder amos
tentar adaptar, aqui, a piada de Ribenboim sobre estudar criptogra-
a emuma linguagemcifrada! | veja a pagina 104 de [47]).

Por m, para o leitor interessadoem saber tudo sobre numeros
primos, indicamos o excelene livro de Crandall e Pomerance[14],
gue incorpora os mais recertes avancos| incluindo o AKS | etraz
uma abordagem detalhada dos aspectos algor tmicos ernvolvidos.
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Cap tulo 4

Geometria
Computacional

Geometria computacional e a area da computacao que estudaa com-
plexidade de algoritmos, problemase estruturas de dadosde natureza
geonetrica. O problema mais famosoe talvez o fecho corvexo, que
consiste em determinar o menor pol gono corvexo que cortem um
dado conjunto de pontos.

Diversasrazeesjusticam o fato de os algoritmos randomizados
terem ganhoimportancia certral no estudo da geometriacomputaci-
onal. Primeiro, algoritmos randomizadossao, comoja o obsenamos
nos captulos anteriores, frequentemente mais simplese e cientes na
pratica do que seusequivalentes determin sticos. Segundo,algoritmos
randomizadospara problemasno plano geralmerte seestendempara
espaos d-dimensionais,com pequenasmodi ca cees. Finalmente, os
algoritmos determin sticos mais e cientes para varios problemas fo-
ram obtidos a partir das de-randomizacees de algoritmos randomi-
zados. Por exemplo, o unico algoritmo otimo conhecido para com-
putacao do fecho corvexo em dimensses mpares maioresque 3 e a
de-randomizacao de um algoritmo randomizado incremertal.

Devido a natureza cort nua dos problemas, o modelo computa-
cional mais utilizado e o real RAM, onde operacees algebricas com
numeros reais podem ser realizadas em tempo constarte. Os algo-

87
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ritmos sao normalmente descritos de modo geonetrico, sem ertrar
em detalhes de implementacao de funcees como calculo de &ngulos
e distancias. Assume-seque qualquer computacao ervolvendo um
numero constarte de primitiv as geomnetricas pode ser realizada em
tempo O(1).

Tambem assume-seajue a dimensao d do espaco Euclidiano e uma
constarte. Portanto, um algoritmo cuja complexidade seja O(29n)
tem suacomplexidadeescritacomoO(n). Dependénciasexponenciais
na dimensao do espao sao comuns. Sendoassim, a maior parte dos
algoritmos n&o e e ciente para dimenssesmuito altas.

Outra pratica comum em geometriacomputacional e assumir que
a entrada do problema esta em posicao geral. Nao tentamos de nir
formalmente posicao geral, mas a ideia e desconsiderarmpropriedades
gue se perdem com uma perturbacao in nitesimal da entrada. Por
exemplo, casoa entrada sejaum conjunto de pontos, podemosassu-
mir que nao ha tr&s pontos colineares,ou que nao ha quatro pontos
cocirculares. Casoa ertrada sejaum conjunto de retas, podemosas-
sumir que nao ha retas verticais, horizontais, ou duasretas paralelas.
Na maioria dos casos,assumir posicao geral nao altera a complexi-
dadedo problema e simpli ca a explicacao e a analise dos algoritmos.

Na seca0 4.1, apresertamos um algoritmo randomizadoincremen-
tal para o problemade programacao linear com um numero constarte
de variaveis. Na secao 4.2, introduzimos o conceito de funcao hash
randomizada, que utilizamos no algoritmo para obtencao do par de
pontos mais proximos descrito na secao 4.3. O leitor encortrar a, na
secao 4.4, diversosexerccios algor tmicos usando as tecnicasintro-
duzidas neste captulo. E, como de costume, inclu mos notas bibli-
ogra cas e comertarios mais avancadosna secao 4.5.

4.1 Programa cao linear

Um problema de programacao linear com d variaveis consiste em
determinar o vetor d-dimensional X que maximiza a funcao linear
f = CX equesatisfazum sistemade desigualdadedinearesAX B.
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Reescreendo o problema semusar notacao matricial temos:

Maximizar: f = ciX1+ CXo + + CygXd
Satisfazendo: aji1x1 + apXxs + + aigXq b

an1X1+ anpXp+  + @ngXd b

Geometricamene, cada desigualdadelinear represerta um semi-
espao d-dimensional. A intersecao dos n semi-espaos e chamada
de regiao viavel Maximizar a funcao linear f = CX satisfazendoas
desigualdadesAX B consiste em determinar um ponto extremo
na direcao C, que esteja contido na regiao viavel. Um problema de
programacao linear comduasvariaveisestailustrado na gura 4.1(a).

Concertramos nossaexplicacao no casode apenasduas variaveis
(d = 2), mencionando brevemerte como estender o algoritmo para
um numero arbitr ario de variaveis. Sem perda de generalidade,as-
sumimos que C = (1;0), pois os demais casospodem ser reduzidos
ao casoC = (1;0) rodando o espao ( gura 4.1(b)). Assim, estamos
interessadosem obter o0 ponto mais a direita da intersecao de um
conjunto de semiplanoss.

Existem dois casosespeciaisem que o problemanao possuisolucao.
O primeiro casoocorre quando a regiao viavel e vazia (gura 4.2(a))
e e chamado de problemainviavel O segundocasoocorre quando a
regiao viavel nao e limitada do lado direito (gura 4.2(b)) e e cha-
mado de problemailimitado . Dizemosque dois semiplanoss;;s; 2 S
limitam o problemasea regiao formada por s;\ s, elimitada do lado
direito.

O casode o problema ser ilimitado e o primeiro que tratamos.
Desejamosobter um algoritmo que ou diga que o problema e ilimi-
tado ou encortre dois semiplanosque limitem o problema. Dado um
semiplanos, de nimos N (s) comoo vetor unitario normal a borda de
S e que aponta para o interior de s. De nimos N qs) como o angulo
entre N(s) e( 1;0), com < NYs) . Sejas; 0 semiplanocom
N9%s) 0 que minimiza NYs) es, o semiplanocom N Ys) < 0 que
maximiza N U(s). E possvel provar ques; es; limitam o problemase
N9%s;) NYsz) < . O problemaeilimitado ses; ou s, nao existir,
ouseNYs;) NUs;)> . OcasoN%s;) NYsy)= e maisdeli-
cado, mas nao ocorre quando os semiplanosestao em posicao geral.
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porto maximo:
[CE)

@ (b)

Figura 4.1: (a) Interpretacao geonetrica de um problema de pro-
gramacao linear com duas variaveis. (b) O mesmo problema apos
rotacao.

L, (-»

N i

@ (b)

Figura 4.2: (a) Problema de programaceo linear inviavel. (b) Pro-
blema de programacao linear ilimitado.
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Usandoo procedimerto descrito no paragrafo anterior, nao so po-
demosnos concetirar apenasem problemaslimitados, comotambem
sabemos como obter duas restricees que limitam o problema, caso
elasexistam. Esta e a condicao inicial do nossoalgoritmo incremen-
tal. A partir da, acrescetamos asrestriceesuma a uma, atualizando
0 ponto extremo satisfazendoas restricees. De modo geral, um al-
goritmo randomizadoincremental primeiro resolve o problema para
um subconjunto pequenodos elemenos da entrada e, a cada passo,
acresceta um novo elemerio da entrada escolhido aleatoriamerte,
atualizando a solucao. Quando todos os elemerios da entrada tiv e-
rem sido acrescetados, tem-se a solucao do problema.

semiplanosde S;. Iniciamos o algoritmo determinando o ponto p,. O
ponto p, pode ser determinado resolvendo o sistemalinear formado
pelasretas que de nem a borda de s; es,. Para calcularmosp,, que
e a solucao do nossoproblema, o algoritmo procede calculando p;
incremertalmente, parai de 3 ate n. Existem dois casosque podem
ocorrer: oubemp; 12 sj,0oup 1 2s;. Analisamos estesdois casos
separadamete.

Note que a regiao viavel de nida por S; esta cortida na regiao
viavel de nida por S; 1, pois a regiao viavel de S; e a intersecao de
S; com a regiao viavel de S; ;. Consewmentemerte, sep; 1 2 Si,
enaop; = pi 1. Nestecaso,p; pode sercomputado emtempo O(1).

Casop; 1 2 s;, precisamosexaminar ossemiplanosde S; para de-
terminar o valor de p;. Fica comoexerccio provar que, seo problema
eviavel, entaop; estanabordades;. No casode duasvariaveis, efacil
determinar o valor de p;, em tempo O(i), examinando a intersecao
de cada semiplanode S; ; com a reta formada pela borda de s;.
E possvel que, neste procedimerto, nao encortremos nenhum ponto
viavel. Seissoocorrer, podemosa rmar que o problema e inviavel.
Vale notar que, no casode d variaveis, como a solucao se encortra
no subespaco s;, e necesario resoler recursivamerte um problema
de programacao linear comd 1 variaveis.

Assim, para acrescetarmos um semiplanoa um problema com i
semiplanos,a complexidadedetempo e O(i) no pior caso. Para acres-
certarmos n semiplanos,um a um, comecando com 2 semiplanos,a
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Entrada

v: Vetor com n elementosa serempermutadosaleataiamente.
Sada

O vetor v permutado aleataiamente.
Observases

rand(n): Numero aleatorio distribu do uniformementede0Oan 1.

permutacaoAleatria(v, n):
parai decrescendalen 1atel
troca v[i] com v[rand(i)]

Figura 4.3: Algoritmo que permuta aleatoriamerte um vetor.

complexidadede tempo e

X0
T(n) = O(i) = O(n?):
i=3

Desejamosreduzir o valor esperado da complexidade de tempo.
Para isto, permutamos aleatoriamerte os semiplanosde sz as,. O
algoritmo para permutar aleatoriamerte um vetor de n elemernos em
tempo O(n) estadescritona gura 4.3. O pseudo-odigo do algoritmo
de programacao linear encortra-se na gura 4.4.

Podemos escrewer o valor esperado da complexidade de tempo

como
X

E[T(MI=  (gO@)+ (1 ¢)O(1));
i=3
ondeq ea probabilidade dep; 1 2 s;. Para determinarmosE[T (n)],
precisamoscalcular um limite superior para o valor de ¢ . Este limite
superior deve depender apenasda permutacao aleatoria dos semipla-
nos, e nao da ertrada do problema.

A tecnicaanalise de tras para frente e frequentemente utilizada
para analisar algoritmos incremertais randomizados. O algoritmo in-
cremental descrito parte de uma solucao inicial e segueacrescetando
um semiplanopor vez. Podemosimaginar esseprocessode tr as para
frente, partindo da solucao do problema e removendo um semiplano
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Entrada

S: Conjunto de n semiplanos.
Sada

p: Ponto extremo direito na intersecao dos semiplanosde S.
progLin(S):

determina 2 semiplanoss;, s; que limitem o problema

Ses;, S2 nao existem:

retorne \p roblemailimitado”

p intersecao dasbordasdes; e s,

fazerss;:::;sn uma permutacao aleatoria de S nfsi;s,g.

parai de 3 ate n:

sepZs;:
p  ponto extremodireito na borda des; e
contido na intersecao de S1;:::;Si 1
sep nao existe:
retorne \p roblemainviavel"

retorne p
Figura 4.4: Algoritmo queresole o problema de programacao linear.
por vez, ate chegar na solucao inicial. A cada passo,remavemosum
semiplanoaleatorio dentre i 2 semiplanos,pois 2 semiplanosfazem
parte da solucao inicial. O valor de g e a probabilidade de remo-
vermosum dos 2 semiplanosque de nem p;. Entao conclumos que
g 2=( 2)= O(1=i). Assim, temos

X o X
E[T(MI=  (O@=)O(i) + 0(1)0(1)) =  O(1) = O(n):
i=3 i=3
4.2 Funcees hash
Funceeshash tambem chamadasde funceesde dispersao, nao sao um
topicoparticularmente georretrico. Entretanto, elasencortram diver-
sas aplicaceesderntro de geometria computacional, assim como nas
areasmais diversasda computacao, de linguagensde programacao a
—
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teoria da complexidade. Dados um parametro inteiro m e um con-
junto de numerosinteiros C, uma funcao hash e uma funcao h que
mapeia os elemenos de C em numerosinteirosde0Oam 1. Cha-
mamos os elemerios de C de chaves Desejamosescolheraleatori-
amerte uma funcao hash de modo que, se x e y sao duas chaves
distintas, entao h(x) 6 h(y) com alta probabilidade (no caso, pelo
menosl 1=m).

Por exemplo,considereo conjunto de chavesC = f7;92 109y eo
par&ametro m = 3. Uma excelene funcao hash seriah(x) = x mod 3,
pois h(7) = 1, h(92) = 2, h(1092) = 0, de modo que h(x) 6 h(y)
sempreque x 6 y. Porem, a funcao h(x) = x mod 3 funciona ex-
tremamente mal para certos conjuntos de chaves,como por exemplo,
C = 3;33,129. Neste caso,temosh(x) = 0 paratodox 2 C. A
utiliza cao de numeros aleatorios permite construir funceeshash que
funcionem bem, no caso esperado, para qualquer conjunto de cha-
vesC, semnem mesmonecessitarmosexaminar o conjunto C.

Para construirmos uma funcao hash, primeiro determinamosum
numero primo p tal que p > x para todo x 2 C. A obtencao de
tal numero primo nao e tarefa trivial, porem p pode ser obtido e -
cientemene usando as tecnicasdescritas no captulo 3, juntamente
com o postulado de Bertrand, que diz que, para todo x > 3, existe
um numero primo p tal quex p 2x 2. Apos calcularmosp,
obtemosdois numerosinteiros aleatoriosa 2 [1;p 1]eb2 [0;p 1].
De nimos a funcao hash como

h(x) = reqres(ax + b;p); m);

onderes(x; y) represerna, como na secao 3.1, o resto da divisao de x
por y. Para essafuncao hash, temos o seguirte resultado:

Teorema 4.2.1. Dadas duas chavesdistintas x;y 2 C, a probabili-
dadede h(x) = h(y) e no maximo 1=m. A probabilidade e obtida em
funcao dos valores aleatorios a e b, independentedo valor de x ey.

Demonstracao. Nesta demonstracao usamosnotacao € propriedades
estabelecidasno captulo 3. De nimos H(x) = ax+ bemZ,. Con-
sidereduas chavesty;T; 2 Z,. Temosque

H(c)=aci+b e H(p)=acg+h:
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Primeiro, mostramosque H(c;) = H(c,) see so set; = C;. Par-
tindo de H(c;) = H(c,), por de nicaotemosqueaci+ b= ac + b
Pela existéncia de inverso aditivo em Z,, temosquea ¢y = a G:
Como a 6 0 e p e primo, a possui inverso multiplicativ o em Zj.
Entao conclumos que Ty = C;:

O proximo passoe mostrarmos que podemosdeterminar a e bem
funcaodetcy, &, H(c1) eH (cz). Subtraindo ac; deH (c;) temosque

b= H(c)) ach
Subtraindo H(c;) H(c,) temos
H(c) H()=a(c )

ComotT; 6 T, entao ¢c; G possuiinverso multiplicativ o em Zj,.
Denotamoso inversomultiplicativ odec; ¢, por (¢c;  ¢) 1. Segue
que

a= (&t &) '(H(c) H(x):

Note que existemp(p 1) atribui ceespossveis para o par (a;b),
e existemtambemp(p 1) pares(H(c;);H(c)) comH (c1) 6 H(cy).
Sendo assim, existe uma correspondéncia 1 para 1 ertre (a;b) e
(H(c1);H(c2)). Como (a;b) e escolhidoaleatoria e uniformemerte
em (Z,;Zp), o par (H(ci);H(cz)) tambem e escolhido aleatoria e
uniformemerte dertre paresde valoresdistintos em Z,.

A partir daqui, consideramosH (c;) e H(c;) como inteiros de 0
ap 1, e nao mais como elemeros de Z,. Temosque h(c1) =
regH (cy);m) e h(c;) = reqH (¢z); m). Queremosdeterminar a pro-
babilidade Pr[h(c;) = h(cy)] e sabemosque H (c;) 6 H(c).

Se xarmos ovalor deH (c;), existemno maximo dp=me 1 valores
possveisde H(c;) comH (c;) 6 H(cp) e h(c;) = h(c). Como ha no
total p 1 valorespossveis para H (c;), erntao

do=me 1 (p 1)=m 1

Pr [h(c1) = h(cy)] p 1 p 1 m

O

Corol ario 4.2.2. Consider uma chavex 2 C, e um conjunto C°
C comjCY m. O valor esgerado do numero de chavesy 2 C° com
h(x) = h(y) e menor que 2, ou seja, E[jfy 2 C°: h(x) = h(y)gj] < 2.
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Demonstracao. O valor esperado do numero de chavesy 2 C° com
h(x) = h(y) e a soma das probabilidades de h(x) = h(y) para as
chavesy 2 C° Casox 2 C° usandoo teorema4.2.1,

i5d 1 :
E[fy 2 C° h(x) = h(y)g] 1+ 1_,,0¢8 1
i=1 m m

< 2

Casox 2 C° e usandoainda o teorema4.2.1,

L~ 0:

Bl .
E[ify 2 C%: h(x) = h(y)gj] 1_ icY

i=1

4.3 Par de pontos mais proximos

Dado um conjunto P contendo n pontos de um espaco Euclidiano d-
dimensional, e natural perguntar qual o par de pontos mais proximos,
isto e, quais sa0 os dois pontos distintos p;q 2 P que minimizam a
distanciajp gj. Um algoritmo trivial para esteproblematem com-
plexidade de tempo O(n?), simplesmene calculando as distancias
erntre todos os n(n  1)=2 pares de pontos e escolhendoo par que
determina a distancia m nima. Entretanto, existem algoritmos mais
e cientes. Por bastante tempo, o problemafoi consideradocompleta-
mente solucionado, pois ha diversosalgoritmos determin sticos com
tempo O(n logn) e existe um limite inferior de ( nlogn) para o pro-
blema, mesmo no caso unidimensional. O limite inferior se refere
apenasa algoritmos determin sticos e restritos a comparar resultados
de operaceesalgebricas.

O piso de um numero real x e denotado por bxc e e de nido
como o0 maior inteiro i tal quei  x. O piso nao e uma operacao
algebrica. Surpreendertemerte, usandorandomizacao e computacao
de pisos, e possvel resolver o problema em tempo O(n). Usando
pisos, mas semusar randomizacao, e possvel resolver o problema em
tempo O(nloglogn). Descreeemosum algoritmo randomizado que
resolve o problema emtempo O(n). O algoritmo pode ser facilmente
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generalizadopara espaos d-dimensionais, mas nos restringimos ao
casobidimensional.

O algoritmo usa randomizacao de duas maneiras. Primeiro, usa
randomizacao explicitamente na escolhado ponto a seramostrado a
cadaiteracao. Segundo,usarandomizacao implicitamente atravesda
utiliza cao de funceeshash (vide secao 4.2). Iniciamos com algumas
de ni cees que facilitam a descricao do algoritmo. O vizinho mais
proximo de um ponto p (com respeito ao conjunto P), denotado por
vmp(p), e o ponto p° 2 P nfpg que minimiza jp pY. De nimos
f(p) = jp vmp(p)j, ou seja, f (p) e a distancia do ponto p ao seu
vizinho mais proximo.

A ideia do algoritmo e, a cada iteracao, escolherum ponto p
aleatoriamerte e remover de P todo ponto g comf (g) f(p). Este
procedimerto e repetido ate todos os pontos de P seremremovidos.
Note quef (p) limita superiormerte a distancia ertre o par de pontos
mais proximos. Conseaientemente, 0s pontos remaovidos nao podem
serum dos pontos do par de pontos mais proximos, a nao ser que p
sejaum dos pontos do par de pontos mais proximos. Quando todos
os pontos foram removidos, sabe-seque p e seuvizinho mais proximo
sa0 de fato o par de pontos mais proximos. O pseudo-©digo do
algoritmo encortra-se na gura 4.5.

Entretanto, calcular f (q) leva tempo O(n), pois determinar o vi-
zinho mais proximo de um ponto g exige examinar todos os demais
pontos de P. Assim, a primeira chamada da funcao remover®ntos
leva tempo ( n?) ao calcular f (q) paratodo g2 P. Como a nossa
meta e determinar o par de pontos mais proximos em tempo O(n),
precisamosacelerara funcao remover®ntos Temosque remover do
conjunto P todosospontos gcomf (q) f (p), semcalcularmosf (q)
individualmente para cadaponto q2 P.

Podemos, antes de iniciar o algoritmo, transladar e escalar os
pontos semalterar o par de pontos mais proximos. Portanto, assu-
mimos, semperda de generalidade,que ospontos de P estao cortidos
no quadrado unitario, ou seja,P  [0; 1]%. Imagine um quadriculado
dividinBo 0 quadrado unitario em celulas de diametro f (p)=2 (e lado
f(p)=2 2). Chamamosa celula que contem um ponto q de c¢(q), e
de nimos a adjacéncia de uma celula ¢(g) como a regiao formada por
c(g) e asno maximo 8 celulas no seuentorno (gura 4.6). Note que,
sef(gq) f(p), entaoa adjacdnciade c(g) contem somerie o ponto q.
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Entrada
P: Conjunto de n pontos.
Sada
p, p% Par de pontos mais proximosde P.

pontosMaisPoximosP ):
enquantoP 6 ?:
p ponto de P escolhidoaleataiamente
p°  vmp(p)
P removerPontos(P ,f (p))
retorne p, p°

removerPontos(P ,f p):
paracadaq?2 P:
sef(q fp:
P Pnfqg

Figura 4.5: Primeira versao do algoritmo que determina o par de
pontos mais proximos.

Por outro lado, a adjacencia de c(qg) corter somerie o p?pto g nao
signica que f () f (p), mas sim que f (q) f(p)=2 2. Para
removermose cientemente todo ponto g tal que a adjacenciade ¢(q)
contem somerte g, usamosuma funcao hash e a funcao piso.

De nimos uma funcao hash h com parametro m = n e con-
junto de chaves sendo o0 conjunto de todas as celulas do quadri-
culado, represenadas por numeros inteiros como de nido a seguir.
A funcao piso e importante porque, para represettar a celula de
um ponto ¢,= (Ck;q) como ug_numero inteiro, fazemosc(g) =

o=(f (p)=2 2) +k q=(f(p)=2 2) ,ondek = 1+ 1=(f (p)=2 2) .

Criamos entao um vetor v com n posiceesinicializadas com um
conjunto vazio. O vetor v e de nido como um vetor de colecees
de conjuntos de pontos. Asscciamos cada ponto q 2 P a um dos
conjuntos em v[h(c(q))]. Desejamosque dois pontos pertencam ao
mesmo conjunto se e so se pertencerema mesmacelula, mas duas
celulas distintas podem ter o mesmovalor da funcao hash. Esta e
razao de asseiarmosv[h(c(q))] a uma colecao de conjuntos, sendoum
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‘\[(p)/Z - g
@ par de pontos
¢ ® mais préximos
b [ ]
vmp(p)
B —¢c(a)
f(p
Ky
[ ]
. o o T——» adjacéncia de(q)

Figura 4.6: Divisao do plano por um quadriculado, com adjac&ncia
da celula do ponto g em cinza.

conjunto (de pontos) para cadacelula distinta. Destemodo, a posicao
v[h(c(g))] armazenaas celulas cuja funcao hash tem valor h(c(q)), e
um dos conjuntos de v[h(c(g))] contem os pontos da celula c(q).

Usando o vetor v, podemosremover todo ponto g tal que a ad-
jacéncia de ¢(q) contem somene g. Para isso, examinamosum ele-
mento do conjunto de pontos | de modo a determinar a celula cor-
respondente| e o numero de pontos no conjunto | de modo a de-
terminar sea celula contem algum ponto que nao sejaq|, conforme
o pseudo-odigo da gura 4.7.

Infelizmente, a funcao remover®ntos remaove pontos q com
f(p)=2 2 f(q) f(p). Destemodo, nossoalgoritmo n&o encortra
necessariamete o par de pontos mais proximos, mas sim uma apro-
ximacao do par de pontos mais proximos. Mais especi camente, 0
algoritmo ﬁrlcortra um par de pontos p;p° cuja distanciajp  pY e no
maximo 2 2 vezesa distancia entre o par de pontos mais proximos.
Antes de mostrarmos como obter uma solucao exata para o problema,
a partir da solucao aproximada, analisamosa complexidadede tempo
do algoritmo.

Primeiro, analisamosa complexidade da funcao removerf@ntos
Para mostrar que a funcao leva tempo O(n), precisamosmostrar
gue a condicao se do loop mais interno e avaliada O(n) vezes. O
numero de conjuntos C 2 v[h(x)] e igual ao numero de celulasy com
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removerPontos(P ,f p):
P° fg
v[0:::(n 1)] ng
k 1+ 1=(fp=2 2) D
sejac(q) = &=(fp=2 2) +k q=fp=2 2)
para cadaq?2 P:
para cadaconjunto C 2 v[h(c(q))]
sec(C[Q]) = c(q)
C=CJ fag
se g nao foi adicionadoa nenhum conjunto C
v[h(c(q))] = vih(c(a)] [ ff agg
para cadaq?2 P:
remover 1
para cadacelulax na adjacdnciade c(q):
para cadaconjunto C 2 v[h(x)]
sec(C[0]) = x e (c(C[0]) 6 c(q) oujCj > 1)
remover O
seremover 6 1:
P° P°[ fag
retorne P°

Figura 4.7: Funcao que remaove todos 0s pontos que hao possuem
nenhum outro ponto na adjacéncia de sua celula em tempo O(n).

h(y) = h(x). Pelo corolario 4.2.2, o valor esperado do numero de
celulasy com h(y) = h(x) e no maximo 2. O numero de celulas
na adjacéncia de uma celula qualquer e no maximo 9. Portanto, a
condicao sedo loop mais interno e avaliada no maximo 18 vezespor
ponto de P e, conseaientemente, a funcao removerPntosleva tempo
esperado O(n).

Desejamosanalisar a complexidade do algoritmo da gura 4.5
usando a funcao remover@ntos Note que, a cada iteracao, o con-
junto P pode serordenadosegundoo valor def (p) para cadap 2 P.
Escolhemosum ponto p aleatoriamerte. Portanto, no casoesperado,
pelo menosmetade dos pontos q2 P tem f (g) f (p), sendoertao
removidos. O algoritmo termina quando nao ha mais pontos em P.
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Sendoassim, limitamos o valor esperado da complexidadede tempo
usandoa linearidade da esperanca:

*
E[T(n)] O(n=2") = O(n):
i=0

Voltamos agoraao problema do algoritmo analisadonao determi-
nar o par de pontos mais proximos, mas sim uma aproximacao do
par de pontos mais proximos. Para obtermos o par de pontos mais
proximos a partir da aproximacao, usamosum quadriculado e funcao
hash novamerte. Sejaa a distancia ertre o par de pontos retornada
pelo algoritmo aproximado. Criamos um quadriculado com celulas
de lado a e usamosa funcao hash para organizar os pontos em um
vetor, do mesmomodo que feito anteriormente. Para cada ponto g,
determinamos o0 ponto mais proximo de g na adjacéncia da celula
gue cortem g, sehouver. Note que,comoa e um limite superior para
a distancia entre o par de pontos mais proximos, e as celulas tém
lado a, sabemosque o par de pontos mais proximos encortra-se em
celulas adjacertes.

Para analisarmosa complexidadedo algoritmo, precisamossaber
0 numero maximo de pontos que podem pertencer a uma mesma
celula do quadjculado. Sabemosque nao ha dois porgo§ mais proxi-
mosquea=2 2,jaqueaeumaaproximacaodefator 2 2 dadistancia
do par de pontos mais proximos. Dividinbo§ uma celula do quadri-
culado em 16 sub-celulas de diametro gs2 2 (gura 4.8). Como nao
ha dois pontos mais proximos que a=2 2, cada sub-celula pode ter
no maximo 1 ponto, e uma celula pode ter no maximo 16 pontos.
Usando o corolario 4.2.2 de maneira analoga a anterior, mostramos
gue estarotina leva tempo O(n) | e obtemoso par de pontos mais
proximos em tempo O(n).
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wp 2 a=4

Figura 4.8: Divisao de uma celula em 16 sub-celulas com no maximo
um ponto por sub-celula.

4.4 Exerc cios

1. Escrewa algoritmos randomizadosincremertais, com complexi-
dade de tempo O(n), para os seguirtes problemas:

(&) Dado um conjunto de n pontos P, e um ponto p 2 P,
determinar o menor c rculo C que cortem todos os pontos
de P, tal que p pertencea borda de C.

(b) Dado um conjunto de n pontos P, determinar o menor
crculo C que cortem todos os pontos de P.

2. Dadosdois conjuntos de pontos P;; P,, separadospor uma reta
vertical, chamamosde ponte a reta r que cortem dois pontos
pr 2 Py e p2 2 Py, de modo que todos os demais pontos de
P1[ P. estao abaixo der. Escrewa um algoritmo randomizado
incremertal que determina a ponte em tempo O(jP1j + jP5j).

3. Dado um conjunto de n chavesinteiras C, uma funcao hash h
e dita perfeita quando h(x) 6 h(y) para todo par de chaves
distintas x; y. Nesteexerccio, voce deve escrewer e analisar um
algoritmo que, dado um conjunto C, obtenha uma funcao hash
perfeita h: C! f0;:::;m 1g. A funcao h deve poder ser
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avaliada em tempo O(1). Forneca inicialmente um algoritmo
de Monte Carlo e, em seguida,corverta este algoritmo em um
algoritmo de Las Vegas. Considereque o parametro m e:

(@ m= O(n?);
(b) m = O(n). (Dica: usedois n veis de funceeshash.)

4. Escreva um algoritmo que, dados um conjunto de pontos P e
um numero real r, liste todos os paresde pontos p1, py tal que
jpr  p2j r. O seualgoritmo dewve ter complexidadede tempo
O(n + k), ondek e o numero de pontos listados.

5. Modi que o algoritmo que determina o par de pontos mais pro-
ximos para funcionar em espaosd-dimensionais,onded e cons-
tante.

4.5 Notas bibliogr acas

Diversoslivros estudamalgoritmos randomizadosem geometriacom-
putacional. De Berg, van Kreveld, Overmars e Schwarzkopf [15] fa-
zemuma excelerte intro ducao ao estudode geometriacomputacional,
cobrindo diversosalgoritmos randomizados,ertre eleso algoritmo de
programacao linear apresenado aqui. Motwani e Raghavan [41] ana-
lisam um grandenumero de algoritmos randomizadosde programacao
linear, geometria computacional e funceeshash. Mulmuley [42] in-
troduz problemasfundamertais de geometria computacional usando
algoritmos randomizados. Em | ngua portuguesa, Figueiredo e Car-
valho [22] e tambem Rezendee Stol [46] escreeram otimos textos
intro dutorios de geometria computacional.

O algoritmo de programacao linear apresetiado aqui foi desco-
berto por Seidel[49]. Caso consideremosa dimensao d como uma
variavel assirtotica, a complexidade de tempo e O(d!n). Outros al-
goritmos randomizados sao0 majs e cientes em funcao de d, tendo
complexidadescomo O(d?n + e 4" 9) [37].

Funcees hash vém sendo estudadas na ciéncia da computacao
desdea decadade 50 e costumam ser apresettadas em livros intro-
dutorios de algoritmos [11, 32]. Knuth [33] cobrefunceeshash, porem
considerandoa distribui cao probabil stica das chaves. Funceeshash
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gue garartem resultados probabil sticos independertemente da dis-
tribui cao das chavesforam introduzidas por Carter e Wegman([4].

O algoritmo classicopara o par de pontos mais proximos leva
tempo O(n logn) e ebaseadmo paradigmade divisao e conquista[43].
A primeira solucao randomizadafoi descolerta por Rabin [44] e leva
tempo O(n). Um algoritmo determin stico que usa a funcao piso e
leva tempo O(n loglogn) foi descolerto por Fortune e Hopcroft [23].
Khuller e Matias [31] descobriramo algoritmo descrito aqui.

Grande parte dos algoritmos randomizadospara geometria com-
putacional possuemverseesde-randomizadascom complexidadessi-
milares. Chazellee Friedman [6] intro duziram diversastecnicaspara
de-randomizar algoritmos georretricos. Matousek [36] compilou di-
versosresultados de de-randomizecao em geometria computacional.
O algoritmo randomizadoincremertal para o fecho corvexoemtempo
otimo O(n™d D=2¢ 4+ nJjogn) foi descokerto por Clarkson e Shor [7]
e de-randomizadopor Chazelle[5].
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O Metodo
Probabil stico

Algoritmos randomizados, alem de poderem oferecerbom custo-be-
nefcio na solucao de problemas combinatorios, introduziram uma
poderosaferramerta para provas de existéncia: o chamado metodo
probabil stico. A ideia e utilizarmos algoritmos randomizados e as
probabilidades a elesassaiadas para provar (com certeza!) a exis-
teéncia de determinada propriedade ou objeto. A secao 5.1 discute
o0 metodo da probabilidade positiva e 0 metodo da esperanca para
provas de existéncia, exempli cando-os com problemasde teoria dos
grafos.

Em alguns casos, e tambem possvel de-randomizar algoritmos
randomizados, obtendo algoritmos determin sticos cuja corretude e
provada pelo metodo probabil stico. A secao 5.2 apreserta 0 metodo
das esperancas condicionais para a obtencao de algoritmos deter-
min sticos a partir de algoritmos randomizados.

5.1 Provas de existencia
Imagine-senum pa s desconhecidasobre cuja moedavoce nada sabe.

Ha um bau contendo moedas locais. Vocé desconhecetotalmente
guais sejam os valores das moedas existertes naguelepas. Ora, se

105
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um nativo Ihe informa que e nula a probabilidade de que uma moeda
retirada do bau ao acasosejauma moeda de, digamos, 3 dinheiros,
isso nao lhe agregamuita informacao quanto aos tip os de moedas
emitidas naquelepas. Sequerpoderia voceé concluir que nao existem
moedas locais de 3 dinheiros, pois e bem possvel que aquele bau,
em particular , nao tenha sido abastecidocom moedaalguma daquele
valor. Por outro lado, seo nativo lhe informasseser positiva a proba-
bilidade de que uma moedaretirada ao acasofosseuma moedade 3
dinheiros, ele estaria Ihe informando, nao ha duvida, que existe pelo
menos uma moeda de tres dinheiros no sistema monetario daquele
pas! Note bem que nao importa qual seja aquela probabilidade,
cortanto sejaestritamente maior do que zero| existe a tal moeda!

Suponha agora que voce, naguele mesmo pa s desconhecido,se
interessepelos salarios pagos aos professoresde matematica locais.
Vocé toma conhecimerio de um estudoquerevelaquea mediasalarial
da classedos professoresie matematica' e de 500dinheiros. Ora, este
dado traz consigoduas informacees extras: existe algum professor
de matematica ganhando 500 dinheiros ou menos; e existe algum
professorde matematica ganhando 500 dinheiros ou mais.

Essesdois exemplosilustram as estrategiasde prova mais simples
baseadasno metodo probabil stico. Nas notas bibliogra cas, indica-
mos onde encortrar o lema Local de Lovasz e o metodo do segundo
momerto, que sao ferramenas de prova mais so sticadas.

5.1.1 O metodo da probabilidade positiva

Seja K4 0 grafo completd® de 40 vertices. Deseja-sesaber se e
possvel 2-colorir suas %0 = 780 arestas de forma que nao haja
nenhuma clique monocromatica* de tamanho maior ou igual a 8.

10 mesmo que o valor esperado, ou esperanca, da variavel aleatoria S de nida
como o salario de um professor de matematica sorteado aleatoria e uniformemen te
do univ erso de professoresde matematica daquele pas.

2Um grafo e completo se cada um de seus vertices e adjacente a todos os
demais vertices do grafo.

3Uma d-coloracao em arestas e uma funceo do conjunto de arestas de um grafo
em um conjunto qualquer de d elementos, ditos \cores".

4Uma cligue de um grafo e um subgrafo completo. Uma clique e mono-
cromatica, no contexto da coloracao de arestas, se todas as suas arestas possuem
a mesma cor.
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Entrada:
G: um grafo.
Sada
Uma 2-colaracao de G.

coloracao(G):
para cadaarestaa do grafo G:
jogue uma moeda
secara, pinte a de azul; se coroa, pinte a de amarelo

retorne a coloracao assimobtida

Figura 5.1: Algoritmo randomizado para 2-colorir um grafo.

Seja o espaco amostral constitu do de todas as 27° 2-coloracees
possveispara o K 49. Semostrarmos que, ao selecionarmogandomi-
camenrie um elemeno daquele espaco amostral, e estritamente posi-
tiva a probabilidade de que aquele elemernio possuaa caracter stica
desejada, isto e, trate-se de uma 2-coloracao em arestas que nao
contem cliguesmonocromaticas de tamanho maior ou igual a 8, entao
teremos provado que tal coloracao existe

Voltemos nossaatencao, agora, para o algoritmo randomizado da
gura 5.1.

Qual a probabilidade da resposta obtida por uma chamadaa co-
loracao(K 4) atenderao crit erio de nao conter cliguesmonocronmaticas
grandes?

Notemos, em primeiro lugar, que nao possuir cligues monocroma-
ticas de tamanho maior ou igual a 8 e exatamerte 0 mesmoque nao
possuir cligues monocromaticas de tamanho igual a 8 (convidamos o
leitor a conferir, mertalmente, estaequivaléncia). Ora, chamemosC;,
i = 1 9, as cligues de tamanho 8 de nossoK 4 € sejaM; o
everto em que as arestasde C; sao todas azuis ou todas amarelasna
coloracao retornada pelo nossoalgoritmo. E facil ver que

1
23) 1

Pr[M;] = =2 2
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Estamosinteressadosem

2«40) 2 40)
Prggmgzl Prgqs Mig:
i=1

i=1

Pelo limite da uniao, temos

2 40 40
({8) g(ﬁ) 40
Pr3 wm& PriMi] = -2~ < 0573
i=1 i=1
Chegamos,portanto, a
2 40
©)

Prg

ME>1 0573= 0:427> O;
i=1

Conclui-se, assim, que existe uma tal coloracao.

O mesmo racioc nio nos permite provar a existéncia de 2-colo-
raceespara 0 Ksg;7 onde nao ha cliques monocromaticas de tama-
nho 20 (a probabilidade utilizada na prova pelo metodo probabil stico
emaior que 0;00233,portanto ainda estritamente positiva). Nada po-
der amosconcluir sobrea existénciade 2-coloraceespara 0 K sg;g sSem
cligues monocromaticas de tamanho 20.

De ne-se um esgaco prolabil stico e prova-se positiva a
prokabilidade de um objeto seleionado aleatoriamente pos-
suir determinadapropriedade| conclui-se queexiste um
objeto com a propriedade em questo.

5.1.2 O metodo da esperanca

O problema do corte maximo de um grafo e NP-dif cil. Um corte
e uma parti cao dos vertices de um grafo em dois conjuntos, onde o
numero de arestas que liga um vertice de um dos conjuntos a um
vertice do outro conjunto constitui o tamanho do corte.

Sendodif cil obter o tamanho do corte maximo, pode-sedesejar
saber seha algum corte grande, ou seja,contendo um numero m nimo
de arestas,ainda que nao sejaeste numero o maior possvel.
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Entrada
G: um grafo.
Sada
Um corte de G.
corte(G):
crie dois conjuntos A e B inicialmente vazios
para cadavertice v do grafo, jogue uma moeda
secara, coloqguev em A; secoroa, coloquev em B
retorne o corte assimobtido
Figura 5.2: Algoritmo randomizado para obter um corte.
Usando o metodo probabil stico, consegue-s@rovar que ha sem-
pre um corte de tamanho maior ou igual a m=2, isto e, a metade do
numero de arestasdo grafo.
Seja o algoritmo randomizado da gura 5.2 para encortrar um
corte em um grafo.
Estamos interessadosno valor esperado da variavel aleatoria
C(A; B) de nida como o tamanho do corte dessaforma obtido.
Criemos um indicador de Bernoulli X;, para cada aresta a; do
grafo, de nido como
_ 1, sea; conectaA aB;
Xi = . .
0; casocortrario:
A esperanca de cada X; e igual a probabilidade de a; ligar A
a B, que e a probabilidade de que os extremosde a; nao tenham sido
colocadosno mesmoconjunto, isto e, 1/2.
E facil ver que
" #
xo X m
E[C(A;B)]=E Xi = E[Xi] = E:
i=1 i=1
Portanto, existe corte de tamanho maior ou igual a m=2.
—
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De ne-se um espmco prohkabil stico e obtem-sea esperan-

ca E[X]= deuma variavel aleatoria X de nida para
aqueleesmco | conclui-se que sao positivas Pr [X ]
e Pr[X ] e, portanto, existe elementonaqueleesmaco

para o qual X tem valor menor ou igual a e existe ele-
mento naqueleesmco para o qual X tem valor maior ou
igual a

5.2 De-randomiza cao

Na prova de existéncia de cortes com pelo menosmetade do numero
de arestasde um grafo, e embora nao tenhamos atentado para este
fato, estivemosdiante de um algoritmo de Las Vegaspara localizar
um corte com pelo menosaquelenumero de arestas. O pseudo-©digo
de tal algoritmo encortira-se na gura 5.3.
Cadaiteracaodo lacoprincipal do algoritmo da gura 5.3encorira
um corte de tamanho maior ou igual a m=2 com probabilidade p.
O numero de iteraceesate que seja encortrado o primeiro corte de
tamanho maior ou igual a m=2 e, portanto, uma variavel geonetrica
cuja esperanca e 1/p. Calculando p, chegamosfacilmente ao tempo
esperado de execlcao de nossoalgoritmo de Las Vegas.
Queremoscalcular p= Pr[C(A;B) 7]

Sabemosque
m — .
5 = E[C(A; B)]
mx2 1 Xn
= i PriC(A;B) =]+ i PriC(A;B) =]
i=0 i=m=2

A primeira parcelaacima e menor ou igual a

mxz 1
(m=2 1) PriC(A;B)=i]l=(m=2 1)1 p)
i=0

e a segundaparcela e menor ou igual a

xXn
m Pr[C(A;B) = i] = mp:

i=m=2
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Entrada
G: um grafo.
Sada
Um corte de G com pelo menosmetade de suasarestas.

corteGrandeLas\égasG):
repita:
crie dois conjuntos A e B inicialmente vazios
para cadavertice v do grafo, jogue uma moeda
secara, cologue v em A; secoroa, coloquev em B
se o0 tamanho do corte e maior ou igual a m=2, retorne-o
ate que um corte sejaretornado

Figura 5.3: Algoritmo randomizado para obter um corte grande.

Portanto,
m m
> > 11 p+mp;
implicando
1
p 1+ @

e um valor esperado menor ou igual a 1 + m=2 para 0 humero de
iteraceesem uma execicao do algoritmo.

Veremos,agora, uma maneira de de-randomizar o algoritmo para
enconrar cortes grandesde forma determin stica.

5.2.1 O metodo das esperancas condicionais

A ideiacertral do metodo dasesperancascondicionaise quasegenial
de tao simples: seha um algoritmo que, fazendoescolhasanddmicas
a cada passo,resulta num valor esperado para uma certa variavel
aleatoria X , podemosretirar a aleatoriedadedo algoritmo, ajudando-
0, por assim dizer, a tomar as decises que garantam que o valor
atribu do a X nao sera \pior" (menor ou maior, dependendodo que
sedeseje)do que
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Seja 0 algoritmo da gura 5.2. O corte retornado, quando os
vertices sa0, um a um, colocadosaleatoriamerte em A ou B tem ta-
manhoesgradom=2| podendo,evidertemente, sermaior ou menor
gue m=2 numa iteracao em particular.

condicionadaao fato de que os primeiros k vertices ja foram, aquele
momerto, posicionadosem A ou B (a variavel aleatoria Y; assumeo
valor simbolico \A" ou \B" de acordocom o conjunto em que v; foi
posicionado). Note que E[X] = Eo[X] = m=2.

Pensemosno momerto em que o (k + 1)-esimovertice vg+1 Semr
colocado em A ou B, segundoo lancamenio da moeda. Ora, se
pudessemosabandonar a moeda e escolher deterministicamente o
conjunto emquevg.; Seraposicionado,deformaagarartir Ey.q [X]
Ex[X], entao ter amos, por inducao em k, um metodo determin stico
gue posicionariatodos os n vertices do grafo em A ou B de forma a
garantir que o tamanho do corte retornado no nal, ou E,[X], seria
maior ou igual a E¢[X] = m=2.

Em outras palavras, queremosprovar | por inducao no humero
de vertices ja posicionadosem passosanteriores | que e possvel,
a cada passo,escolherdeterministicamente o conjunto em que cada
vertice sera posicionado,de forma a obter um corte de tamanho maior
ou igual ao valor esperado m=2 para o tamanho do corte que seria
retornado pelo algoritmo randomizado. A prova por inducao tem a
seguirte estrutura:

base E[X | Y1 = \A" ] = Eo[X], por simetria (o primeiro vertice
consideradopode ser colocadoem A ou B indistintamente).

passoindutivo: Ex+1 [X] Ek[X], 0 que ser garartido ao seesco-
Iher deterministicamerte a posicao de V.1 .

conclusao: o corte retornado pelo algoritmo de-randomizadotem
tamanho E,[X] Ep[X]= m=2.

A estrategia ditada pelo metodo das esperancas condicionaisnos
garartir a o passoindutiv o exposto acima, permitindo-nos, portanto,
de-randomizar o algoritmo original. Mas como consegui-lo? Como
fazer todas as escolhasde forma garantidamente nao-pior do que o
faria uma sucesae de lancamerios da moeda?
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Entrada
G: um grafo.
Sada
Um corte de G com pelo menosmetade de suasarestas.

corteGrandeG):
sejamA e B dois conjuntos inicialmente vazios
posicionev; arbitrariamente em A
para cadavertice vi;i = 2;:::;n faca
sev; possuimenosvizinhosem A do que em B
cologuev; emA
serao coloque vi em B
retorne o corte assimobtido

Figura 5.4: Algoritmo de-randomizadopara obter um corte grande.

Ora, seo posicionamenio de vg+1 € de nido pelo lancameno de
uma moeda, entao

ExIX]T = EXj(Yr;::5: V)N (ks = VA")] PrYe+1 = A" ]
+ EXj(Ys; oY)V (Yksa = \B")] PrYxss = \B"]
= EXj(Y i Y) N (Yesr = A" %

EXj(Yy;::Yk)\ (Yks1 = \B")] e necessariamete maior do que
Ek[X], e so 0 que nossoalgoritmo de-randomizado precisara fazer
para \n-ao fazer pior do que a moeda" e saber avaliar o maior dentre

para escolhero conjunto A ou B para posicionar vi+; . E facil ver
gue a escolhado destino de vi+; que maximiza Ey+1 [X] e aquele
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em que v+, € colocado no conjunto (A ou B) que possuamenos
vizinhos de v+1 , cortribuindo assim com o maior numero possvel
de arestaspara o corte (isto e, ligando A a B). Desempatespodem
serresolvidosarbitrariamente.

Nossoalgoritmo ca, portanto, como mostrado na gura 5.4.

Nao ha, portanto, em momerto algum, qualquer experimeno
aleatorio a ditar-lhe os passos| e o corte retornado tem tamanho,
COmo se provou, maior ou igual a m=2.

Nem sempee e facil, ou sequer possvel, de-randomizar
um algoritmo utilizando o metodo das esperancas condi-
cionais.

5.3 Exerc cios

1. O problema da satisfatibilidade (SAT) foi o primeiro problema
sabidamene NP-completo, comoprovado por Cook [8] em 1971.
Trata-se de descobrirseuma expresse booleana| envolvendo
apenas variaveis, paréneses e 0s operandos para conjuncao
(AND), disjuncao (OR) e negacao (NOT) | pode ser satis-
feita, isto e, se existe alguma atribui cao de valor as variaveis
booleanasernvolvidas que faca com que a expresse inteira te-
nha valor VERDADEIR O. Mesmo a versao do problema em
que a express® e dada na forma normal conjuntiva® com 3 lite-
rais por clausula(chamada3-SAT) e ainda NP-completa, como
provado por Karp no seufamosotexto dos 21 problemas[29].
Abaixo um exemplo de entrada para o 3-SAT com 4 clausulas
em 5 variaveis:

(Xl OR x», OR T5) AND
(x2 OR X3 OR Xz) AND
(X3 OR x4 OR X5) AND
(Xl OR X3 OR X5).

5Expressees booleanas na forma normal conjuntiv a apresertam-se como uma
conjun cao de clausulas, cada qual uma disjun cao de literais. Literais sao variaveis
booleanas ou suas negacees. Indicamos por X a negacao da variavel x, isto e,
NOT (x).
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Mostre, pelo metodo probabil stico, que, para toda erntrada
de 3-SAT com n variaveis e m clausulas, ha sempre alguma
atribui cao booleanax 2 f0;1g" que satisfaz pelo menos7m=8
clausulas.

2. O numero de Ramsey R(r;s) e o0 menor inteiro para o qual e
verdade que, dado um grafo completo G com R(r;s) vertices
OU mais e cujas arestas estao particionadas em dois conjuntos
(o conjunto das arestas\amarelas" e o dasarestas\azuis", por
exemplo), G possuium subgrafo completo de r vertices cujas
arestas sao todas \amarelas" ou um subgrafo completo de s
vertices cujas arestassao todas \azuis".

(&) Mostre que R(3;3) = 6.

(b) Do exposto na secao 5.1.1, 0 que se conseguenferir sobre
R(8;8)?

(c) Ainda nao e conhecidoo valor de R(5;5): Use o metodo
probabil stico para provar um limite inferior para estenu-
mero.

3. (a) Proveque,paratodo inteiro n, existe uma 2-coloracao das
arestasdo grafo completo K, tal que o numero total de
copias monocromaticas do K 4 € no maximo 2 2 5,

(b) D& um algoritmo randomizado polinomial (em n) para en-
cortrar uma tal coloracao.

(c) Mostre como construir um algoritmo determin stico base-
ado no algoritmo do item anterior, e usandoo metodo das
esperancas condicionais.

5.4 Notas bibliogr acas

A referéncia obrigatoria para o metodo probabil stico e o livro de
Alon e Spencer[2], alem dos captulos sobre o tema encortrados nos
livros de Motwani e Raghavan [41] e Mitzenmacher e Upfal [39]. Em
portugu®s, uma introducao aos numeros de Ramsey e ao metodo
probabil stico e encortrada no livio de Moreira e Kohayakawa [40].
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A NP-completude do problema do corte maximo foi demonstrada
por Garey, Johnson e Stockmeyer [25] em 1976. Referimos o leitor
aostextos de Festa, Pardalos, Resendee Ribeiro [20] e de Goemans
e Williamson [26] para exemplosde heur sticas randomizadaspara o
problema.

De-randomizacao e tema de pesquisamuito recerte, mas que ja
conta com bom material publicado. Um bom survey e o de Valen-
tine Kabanets [30]. Recomendamodambem o captulo de Peter Bro
Miltersen em [38]. Em portugu#s, o livro de Fernandes, Miy azawa,
Cerioli e Feolo [19] dedicaum captulo ao tema.
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