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Pref �acio

Este texto consiste das notas para um curso apresentado no
26o Col�oquio Brasileiro de Matem�atica no IMPA, Rio de Janeiro,
em julho de 2007.

O objetivo do curso \In tro du�c~ao aosAlgoritmos Randomizados"
�e apresentar a pesquisadorese estudantes da �area de ciênciada com-
puta�c~ao as t�ecnicasfundamentais para o desenvolvimento de algo-
ritmos randomizados(tamb�em chamadosprobabil��sticos, por alguns
autores). O cursotem car�ater intro dut�orio: n~aos~aoassumidosconhe-
cimentos avan�cadosde probabilidade ou de algoritmos. Os conceitos
te�oricos que se fazem necess�arios s~ao apresentados no pr�oprio texto,
em geral acompanhandoos pr�oprios problemas e algoritmos que os
demandam. Ao completar este curso, o aluno ter�a travado contato
com o instrumental b�asicodessa�areae com um elencorepresentativo
de algoritmos randomizados | e, em alguns casos,tamb�em deter-
min��sticos | para diversosproblemascombinat�orios. Este curso in-
tro dut�orio correspondea tema de inicia�c~aocient���ca, tem um n�umero
m��nimo de pr�e-requisitos,estimula o aluno �a investiga�c~ao cient���ca e
ainda n~ao �e oferecidoregularmente nos curr��culos das universidades
brasileiras.

O projeto para este curso a quatro autores nasceu da tese de
doutorado de Vin��cius, defendidano Programa de Engenhariade Sis-
temas e Computa�c~ao (PESC) da COPPE/UFRJ em mar�co de 2006.
Durante a escrita dessatese, realizada sob a orienta�c~ao de Celina,
foram criados v�arios algoritmos, entre determin��sticos e randomiza-
dos, para um problema de teoria dos grafos. Alguns dessesalgorit-
mos foram desenvolvidos em co-autoria com Guilherme, que fez seu
mestrado em estruturas de dadoscin�eticas (determin��sticas e rando-
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mizadas) tamb�em no PESC e orientado por Celina. Guilherme faz
doutorado em geometria computacional na Universidade de Mary-
land. Manoel veio da UniversidadeFederal de Pernambuco partici-
par como membro da banca da tesede doutorado de Vin��cius, tendo
naquela ocasi~ao manifestado interesseem voltar ao tema que apre-
sentara no Col�oquio de 1989 para discutir o algoritmo randomizado
de Rabin. Vin��cius �e, desdeabril de 2006,p�os-doutor junto ao PESC,
onde lecionou uma vers~ao preliminar destasnotas.

Agradecemosaocomitêorganizadordo Col�oquioBrasileiro deMa-
tem�atica pela oportunidade de apresentar este curso. Agradecemos
tamb�em �a CAPES, ao CNPq e �a FAPERJ pelo apoio concedidona
forma de bolsas de doutorado, p�os-doutorado, pesquisae aux��lios
para viagens. Agradecemosa Antonio Carlos Rodrigues Monteiro e
Raphael Carlos Santos Machado pelas atentas corre�c~oese sugest~oes
de melhorias. Finalmente, agradecemosa Luiz Henrique de Figuei-
redo pelo cuidadosotrabalho de diagrama�c~ao.

Celina, Guilherme, Manoel e Vin��cius.
Rio de Janeiro, 30 de abril de 2007.



i

i

\randomizados" | 2007/4/30 | 11:48 | page v | #5
i

i

i

i

i

i

Con te �udo

1 Randomizados? 1
1.1 Probabilidade b�asica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.1.1 Axiomas e de�ni�c~oes . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Vari�aveis aleat�orias e esperan�ca . . . . . . . . . . . . . 8

1.2.1 Linearidade da esperan�ca . . . . . . . . . . . . 9
1.2.2 Limites de cauda . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.2.3 Algumas vari�aveis aleat�orias importantes . . . 11

1.3 Monte Carlo e Las Vegas. . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.3.1 Monte Carlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3.2 Las Vegas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.3.3 Certeza ou desempenho?. . . . . . . . . . . . . 23

1.4 Classesde complexidade . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.5 Exerc��cios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
1.6 Notas bibliogr�a�cas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2 Paradigmas combinat� orios e an�alise probabil ��stica 31
2.1 Paradigmascombinat�orios . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.1.1 O modelo de bolas-e-latas . . . . . . . . . . . . 32
2.1.2 O colecionadorde cupons . . . . . . . . . . . . 34

2.2 An�alise probabil��stica de algoritmos . . . . . . . . . . 37
2.2.1 Quick Sort . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.2.2 Quick Sort Randomizado . . . . . . . . . . . . 42
2.2.3 Bucket Sort . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.3 Exerc��cios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.4 Notas bibliogr�a�cas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

v



i

i

\randomizados" | 2007/4/30 | 11:48 | page vi | #6
i

i

i

i

i

i

vi CONTE �UDO

3 Primalidade 49
3.1 Aritm �etica modular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.2 Maior divisor comum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.3 TeoremaFundamental da Aritm �etica . . . . . . . . . . 57
3.4 O PequenoTeoremade Fermat . . . . . . . . . . . . . 59
3.5 TeoremaChinêsdo Resto . . . . . . . . . . . . . . . . 62
3.6 Geradorespara Z �

n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3.7 Pseudoprimos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.8 A exponencia�c~ao �e r�apida em Zn . . . . . . . . . . . . 75
3.9 Quasedecidindo primalidade em tempo polinomial . . 80
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Cap��tulo 1

Randomizados?

Algoritmo �e uma seq•uência de instru�c~oespara resolver um pro-
blema. Computadores s~ao especialmente h�abeis para lidar com al-
goritmos, pois, partindo de um estado inicial e seguindo�a risca um
encadeamento muito bem de�nido de passos,a resposta buscadaser�a
eventualmente anunciada.

Diz-se que experimentos s~ao aleat�orios, ou randômicos, quando
seu resultado adv�em da intera�c~ao de um n�umero t~ao grande de va-
ri�aveis que quaisquer tentativ as de prevê-los com exatid~ao seriam
simplesmente v~as. O lan�camento de um dado ou de uma moeda �e
exemplocl�assico: imposs��vel conhecermostodosos fatores | posi�c~ao
e momentos linear e angular exatos no instante do lan�camento, re-
sist̂encia do ar, grau de elasticidadedas diversascolis~oesetc. | que
in
uenciar~ao seu movimento at�e que, �nalmen te im�ovel, apresente,
naquela de suas faces que o \acaso" escolheudeixar voltada para
cima, o resultado �nal do experimento.

Algoritmos randomizadoss~ao aquelesque utilizam experimentos
randômicospara decidir, em um ou mais momentos durante sua exe-
cu�c~ao, o que fazer ou para onde ir. Por motivo de clareza,algoritmos
cl�assicos(n~ao-randomizados)s~ao tamb�em ditos determin��sticos.

Na maioria dos casos,�e conveniente imaginarmos um algoritmo
randomizadocomoquelan�candoum dadoou uma moedae, deacordo
com o resultado obtido, decidindo entre a execu�c~ao dessaou daquela
a�c~ao. Esta �e a �gura que estaremosconstantemente evocando ao

1
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2 [CAP. 1: RANDOMIZADOS?

longo do texto quando nos referirmos �as escolhasaleat�orias que nos-
sosalgoritmos precisar~ao tomar: o algoritmo simplesmente lan�ca um
dado | com qualquer n�umero de faces.

�E evidente, no entanto, que computadoresn~ao podem valer-sede
tais expedientes f��sicosou mesmol�udicos. Portanto, na pr�atica, o que
entra em cenanospap�eisde dadose moedass~ao osfamososgeradores
de n�umeros aleat�orios1.

Geradoresde n�umeros aleat�orios, por sua vez, nada mais s~ao do
que algoritmos | determin��sticos! | que, utilizando fun�c~oesde dis-
pers~ao e valores obtidos do rel�ogio interno da m�aquina, s~ao capazes
de simular o \sorteio" de um n�umero, tirado de um conjunto �nito
deles, com distribui�c~ao de probabilidade t~ao pr�oxima da uniforme2

quanto melhor o gerador.
Recentemente, algoritmos randomizados t êm encontrado aplica-

�c~ao em �areast~ao distintas quanto computa�c~ao alg�ebrica, criptogra�a,
geometria computacional, protocolosde redes,computa�c~ao distribu-
��da, teoria dos grafos, estruturas de dadose outras. O motivo: algo-
ritmos randomizadoss~ao, quandocomparadosa seuscorrespondentes
determin��sticos,emgeralmaissimplesou maise�cientes | ou ambos.

Poderia soarbastante estranhoque a intro du�c~ao de aleatoriedade
num reino digital j�a t~ao aparentemente imprevis��vel viesse| ao inv�es
de piorar ainda mais as coisas| trazer ao mesmotempo e�ci ência
e simplicidade semcobrar por issoqualquer pre�co. Mas h�a, de fato,
um pre�co: a incerteza. Incerteza essaque pode aparecerem um de
dois lugares: na pr�opria qualidade da resposta obtida pelo algoritmo
| que pode, em alguns casos,estar errada! | ou em seu tempo de
execu�c~ao, que passaa depender n~ao mais exclusivamente da entrada
do problema, mastamb�emdosresultadosdosexperimentos aleat�orios
empregadospelo algoritmo.

Felizmente, como veremos,o pre�co cobrado pelosalgoritmos ran-
domizados cuja incerteza recai na qualidade das respostas por eles
obtidas n~ao �e injustamente alto. De fato, n~ao apenas�e poss��vel ter-
mos total conhecimentodo qu~ao (im)prov�avel �e a exibi�c~ao de uma
resposta incorreta por parte deles,como podemostamb�em negociar

1Tamb�em chamados geradores de n�umeros pseudo-aleat�orios , o que, embora
possa soar um pouco pedante, �e mais correto.

2Uma distribui� c~ao de probabilidade �e uniforme quando todos os resultados do
experimento aleat�orio ocorrem com idêntica probabilidade.
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essepre�co em tro ca da moeda tempo. Permitindo-lhes o empregode
uma maior quantidade de tempo computacional, consegue-sere�nar
a probabilidade de erro a n��veis t~ao ��n�mos quanto se queira. Vere-
mostamb�em que,quandoessadiminui�c~ao da probabilidade de erro se
d�a exponencialmente com a quantidade de tempo empregada,como
acontecena maioria doscasosinteressantes, podemosestar diante de
um algoritmo randomizado e�ciente e �util, situa�c~ao essacertamente
bastante desej�avel.

J�a a incerteza presente naquelesoutros algoritmos | cujo tempo
de execu�c~ao n~ao pode ser deterministicamente previsto | volta-se
quasesempre a seu pr�oprio favor. A id�eia central �e a de que, por
pior que seja a entrada do problema, seu tempo de execu�c~ao ser�a,
com alta probabilidade, bom. Um paradigma muito �util aqui �e o
do advers�ario malicioso, uma entidade supostamente conhecedorade
cada linha de nossoalgoritmo e que, implac�avel, submete-lhe sem-
pre uma instância de entrada t~ao desfavor�avel quanto poss��vel, isto
�e, aquela que dele exigir�a a execu�c~ao do n�umero m�aximo de passos.
Tal entidade | cujas a�c~oesassumem,na pr�atica, formas t~ao prosai-
cas quanto seq•uênciaspr�e-ordenadasde n�umeros ou grafos conexos
2-regulares| nada pode contra algoritmos randomizados,uma vez
que desconheceas escolhasaleat�orias que ser~ao por eles feitas. Ou
seja, a mesma incerteza que, por um lado, n~ao nos permite prever
exatamente o tempo de execu�c~ao para uma determinada instância do
problema (por exemplo,para a pior poss��vel) �e, por outro, o que nos
garante que uma entrada jamais ser�a ruim o su�ciente para obrigar
nossoalgoritmo a executar um n�umero excessivo de passos| passos
que seriam, talvez, for�cosamente executadospor um algoritmo deter-
min��stico ao sever diante dessaou daquela instância desfavor�avel.

Este primeiro cap��tulo �e a intro du�c~ao, propriamente dita, aosal-
goritmos randomizados. Fazemos,nas se�c~oes 1.1 e 1.2, uma breve
revis~ao de t�opicosb�asicosde probabilidade, vari�aveis aleat�orias e de-
sigualdadesde cauda, necess�arios ao bom entendimento das an�alises
dos algoritmos que aparecemao longo do texto. Na se�c~ao 1.3, des-
crevemosas duas principais fam��lias de algoritmos randomizados|
Monte Carlo e Las Vegas| e apresentamos a argumenta�c~ao combi-
nat�oria queasjusti�ca, ilustrando-as comexemplosf�aceise did�aticos.
Na se�c~ao 1.4 encontram-se as classesde complexidade�as quais per-
tencem os problemas que podem ser resolvidos por algoritmos ran-
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4 [CAP. 1: RANDOMIZADOS?

domizados. O cap��tulo se encerra com se�c~oes de exerc��cios e notas
bibliogr�a�cas, como acontecer�a tamb�em nos demais cap��tulos deste
texto.

O Cap��tulo 2 aborda a an�alise probabil��stica de algoritmos, bem
comoalgunsdosparadigmascombinat�oriosmaiscomunsrelacionados
a nossotema. Algoritmos deordena�c~aobemconhecidoss~aoutilizados
para ilustrar as id�eiasprincipais.

Primalidade �e o tema de nossoCap��tulo 3. Por exigir este tema
ferramentas matem�aticaspr�opriasedecertomaiscomplexasqueaque-
las necess�arias aosdemaiscap��tulos, adotamosaqui uma abordagem
mais lenta, no sentido em que nos concedemosvoltar a de�ni�c~oes
b�asicasde onderesultadosmais complexoss~ao ent~ao, poucoa pouco,
inferidos. Permitimos, assim,que o leitor acumule, ao longo de quase
todo o cap��tulo, o conhecimento que se faz essencialpara o entendi-
mento deum dosalgoritmos randomizadosmais importantes, famosos
e utilizados na pr�atica: o algoritmo de Rabin para primalidade.

No Cap��tulo 4, discutimos alguns problemas de geometria com-
putacional, �area que vem semostrando f�ertil para o 
orescimento de
algoritmos randomizadosinteressantes e e�cientes | comoosques~ao
nessecap��tulo apresentados.

O Cap��tulo 5 fecha este texto apresentando o m�etodo proba-
bil��stico para provas de exist̂encia e de-randomiza�c~ao.

1.1 Probabilidade b�asica
�E evidente que o estudo de algoritmos randomizados n~ao poderia
prescindir de alguma dose de c�alculo de probabilidades, pelo que
ent~ao fazemosagora uma breve e informal revis~ao de alguns de seus
mais importantes conceitos.Procuramosilustrar cadaum dost�opicos
com exemplosf�aceis,e recomendamosas notas bibliogr�a�cas ao �nal
destecap��tulo para material mais aprofundado.

1.1.1 Axiomas e de�ni� c~oes

Espa�co probabil ��stico, espa�co amostral e eventos

Sempreque sefala em probabilidade, �e precisodeixar claro o espa�co
probabil��stico sobreo qual as probabilidadess~ao aferidas. Um espa�co



i

i

\randomizados" | 2007/4/30 | 11:48 | page 5 | #11
i

i

i

i

i

i

[SEC. 1.1: PROBABILID ADE B �ASICA 5

probabil��stico �e constitu��do de:

� um espa�co amostral 
 = f r 1; r 2; : : :g, que�e o conjunto de todos
os poss��veis resultados de um experimento aleat�orio qualquer.
Eventos s~ao quaisquer subconjuntos de 
. Os subconjuntos
unit�arios E i = f r i g � 
 ; i = 1; 2; : : :, de�nem os eventosele-
mentares daqueleexperimento.

� uma fun�c~ao de probabilidade Pr , queassocia a cadaevento A �

 uma probabilidade Pr [A], que pode ser entendida como o
valor para o qual convergea taxa de ocorrênciadaqueleevento3

casoo experimento seja repetido por um n�umero muito grande
de vezes.

Fun�c~ao de probabilidade

A fun�c~ao de probabilidade Pr precisaatender �asseguintes condi�c~oes:

1. Para todo evento A � 
, 0 � Pr [A] � 1.

2. Pr [
] = 1.

3. Para eventos A1; A2; : : : disjuntos dois-a-dois,vale Pr [
S

i A i ] =P
i Pr [A i ].

Seja,por exemplo,o experimento aleat�orio muito simplesdo lan-
�camentodeum dadohonestodeseisfaceseo espa�coprobabil��stico de-
�nido pelo conjunto 
 = f 1; 2; 3; 4; 5; 6g de seusposs��veisresultadose
pela fun�c~ao de probabilidade Pr que associa a cadaevento elementar
E i = f ig | entendido como \o resultado obtido foi i " (i = 1; : : : ; 6)
| a probabilidade Pr [E i ] = 1=6. Podemos estar interessadosem
eventos um poucomais complexoscomo\o resultado obtido foi par",
queequivale ao evento B = f 2; 4; 6g, ou \o resultado obtido foi maior
do que 7", que �e simplesmente o evento C = f g.

3Quando se pensa na ocorr ência de um evento A , est�a-se pensando no(s)
caso(s) em que o resultado do experimento pertence ao conjun to A .
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Princ ��pio da inclus ~ao-exclus ~ao

SejamA1; A2; : : : eventos arbitr�arios quaisquer. Ent~ao,

Pr

"
[

i

A i

#

=
X

i

Pr [A i ]

�
X

i<j

Pr [A i \ A j ]

+
X

i<j <k

Pr [A i \ A j \ Ak ]

� � � � + (� 1)l +1
X

i 1 <i 2 < ��� <i l

Pr

"
l\

r =1

A i r

#

+ � � �

Ainda no exemplodo lan�camento de um dado, suponha que este-
jamos interessadosno evento \o resultado �e par ou m�ultiplo de 3".
�E claro que, aqui, estamosdiante do evento D = f 2; 3; 4; 6g e, pela
condi�c~ao 3 da de�ni�c~ao da fun�c~ao de probabilidade, temosquePr [D ]
= Pr [f 2g] + Pr [f 3g] + Pr [f 4g] + Pr [f 6g] = 4/6. No entanto, po-
der��amos pensar em D como sendo a uni~ao dos eventos \resultado
par" e \resultado m�ultiplo de 3", isto �e, D 1 = f 2; 4; 6g e D2 = f 3; 6g,
respectivamente. Sendoassim, e aplicando o princ��pio da inclus~ao-
exclus~ao que queremosilustrar, ter��amos

Pr [D ] = Pr [D1 [ D2]

= Pr [D1] + Pr [D2] � Pr [D1 \ D2]

= Pr [f 2; 4; 6g] + Pr [f 3; 6g] � Pr [f 6g]

= 3=6 + 2=6 � 1=6

= 4=6:

Limite da uni ~ao

Decorre do princ��pio da inclus~ao-exclus~ao a seguinte desigualdade,
t~ao simples quanto �util na obten�c~ao de limites para diversasproba-
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bilidades associadasa algoritmos randomizados:

Pr

"
[

i

A i

#

�
X

i

Pr [A i ]:

Embora pare�ca pouco justo estelimite da uni~ao, o fato �e que n~ao
apenas�e, na maioria das vezes,perfeitamente su�ciente a utiliza�c~ao
de tal limite quanto seria extremamente dif��cil o c�alculo exato de
probabilidades complexaspelo princ��pio da inclus~ao-exclus~ao. Al �em
disso,comoveremos,em muitos casosj�a estamosmesmotrabalhando
com desigualdadese majorantes, donde um excessode pragmatismo
no c�alculo exato de determinadasprobabilidades n~ao faria mais que
adicionar p�aginaspouco �uteis �a an�alise do algoritmo em quest~ao.

Probabilidades condicionais e eventos indep enden tes

A probabilidade condicional de um evento A dado um evento B �e
escrita Pr [AjB ] e corresponde �a probabilidade de que o resultado do
experimento aleat�orio perten�ca ao conjunto A sabendo-seque per-
tence ao conjunto B .

Podemoscalcular Pr [AjB ] como

Pr [AjB ] =
Pr [A \ B ]

Pr [B ]
:

Se Pr [AjB ] = Pr [A], dizemosque A e B s~ao independentesen-
tre si. Intuitiv amente, conhecermosque o resultado do experimento
pertencea B em nada altera a avalia�c~ao da probabilidade de que ele
perten�ca a A.

Da de�ni�c~ao das probabilidades condicionais adv�em a express~ao
para o c�alculo da probabilidade de uma conjun�c~ao de eventos:

Pr

"
n\

i =1

A i

#

=
nY

i =1

Pr

2

4A i j
\

j <i

A j

3

5 :

E, no casoparticular de eventos dois-a-doisindependentes, temos

Pr
� n\

i =1

A i
�

=
nY

i =1

Pr
�
A i

�
:
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Probabilidade total e a Regra de Bayes

Separticionamos o espa�co amostral 
 em eventos (disjuntos) B 1; B2;
: : : ; Bn , podemoscalcular a probabilidade de um evento A qualquer
pela express~ao seguinte, conhecidacomo probabilidade total :

Pr [A] =
nX

i =1

Pr [AjB i ]Pr [B i ]:

Dessaexpress~ao decorre a chamada Regra de Bayes para probabili-
dadescondicionais:

Pr [Bk jA] =
Pr [Bk \ A]

Pr [A]
=

Pr [AjBk ]Pr [Bk ]
P n

i =1 Pr [AjB i ]Pr [B i ]
:

1.2 Vari �aveis aleat�orias e esperan�ca

Muitas vezesinteressa-nosatribuir um valor num�erico ao resultado
de um experimento aleat�orio qualquer. Por exemplo, se nossoex-
perimento consistede seislan�camentos consecutivos de uma moeda,
temos 26 = 64 diferentes seq•uênciasposs��veis de carase coroas,cada
uma das quais constituindo um evento elementar do espa�co amos-
tral 
 associado �aqueleexperimento. Se usarmosa nota�c~ao K para
cara e C para coroa, nossoseventos elementares podem ser escri-
tos como\KKKKKK" , \KKKKK C" , \KKKK CK" , \KKKK CC" etc.
Pode ser, no entanto, que interesse-nosapenas,digamos,o tamanho
da maior seq•uênciadecarasconsecutivas. Nestecaso,eventos elemen-
tares como \CKKKK C" e \KKKK CC" correspondem a um mesmo
resultado de um m�aximo de 4 carasconsecutivas.

Uma vari�avel aleat�oria X �e, portanto, uma fun�c~ao de certo espa�co
amostral 
 no conjunto dos n�umeros reais (isto �e, X : 
 ! R),
de forma que, ao escrevermos Pr [X = x] estamosnos referindo �a
probabilidade de que o resultado r do experimento aleat�orio seja tal
que X (r ) = x.

Seja novamente o experimento do exemplo anterior, onde uma
moeda �e lan�cada seis vezesconsecutivas. Se de�nimos uma vari�a-
vel aleat�oria Y como sendo o n�umero total de coroas obtidas, es-
crevermosPr [Y � 1] �e o mesmoque escrevermosPr [f \KKKKKK" ,
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[SEC. 1.2: VARI �AVEIS ALEAT �ORIAS E ESPERANC� A 9

\CKKKKK" , \K CKKKK" , \KK CKKK" , \KKK CKK" , \KKKK CK" ,
\KKKKK C" g], donde Pr [Y � 1] = 7=64.

Analogamente �a independ̂encia de eventos, dizemosque duas va-
ri�aveis aleat�orias X e Y s~ao independentes se Pr [X = x; Y = y] =
Pr [X = x]Pr [Y = y] ou, equivalentemente, Pr [X = xjY = y] =
Pr [X = x].

A fun�c~aodensidadedeprobabilidade p : R ! [0; 1] deuma vari�avel
aleat�oria X �e de�nida como pX (x) = Pr [X = x].

A esperan�ca, ou o valor esperado, de uma vari�avel aleat�oria X
�e, intuitiv amente, a m�edia dos poss��veis valores de X ponderados
pelasfreq•uênciascom que X assumecadaum daquelesvalores. Mais
formalmente,

E[X ] =
X

x

xpX (x):

1.2.1 Linearidade da esperan�ca

Um conceito absolutamente importante com respeito �as vari�aveis
aleat�orias e sua aplica�c~ao em algoritmos randomizados�e o da line-
aridade da esperan�ca, que reza que, n~ao importando se as vari�aveis
aleat�orias em quest~ao s~ao ou n~ao independentes, vale

E[h(X 1; X 2; : : : ; X n )] = h (E[X 1]; E[X 2]; : : : ; E[X n ]) ;

para toda fun�c~ao linear h.
Voltemos, ainda uma vez, ao exemplo dos seis lan�camentos da

moeda. Estamosinteressadosno valor esperado da vari�avel aleat�oria
Y que representa o total de coroasobtidas. Pela de�ni�c~ao de espe-
ran�ca, poder��amos calcular E[Y ] como

E[Y ] = 1 � Pr [Y = 1] + 2 � Pr [Y = 2] + � � � + 6 � Pr [Y = 6];

onde Pr [Y = y] �e dada por
� 6

y

�
2� 6. Pela linearidade da esperan�ca,

no entanto, �e f�acil obter E[Y ] escrevendo primeiramente Y = Y1 +
Y2 + � � � + Y6, ondecadaYi representa o n�umero de coroasobtidas no
i -�esimolan�camento da moeda, e, ent~ao:

E[Y ] = E

"
6X

i =1

Yi

#

=
6X

i =1

E [Yi ] = 6 � 1=2 = 3:
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10 [CAP. 1: RANDOMIZADOS?

Aqui tiv emosquecalcular explicitamente apenasa esperan�cadeYi ,
que�e0�Pr [Yi = 0]+ 1�Pr [Yi = 1] = 1=2, supondo \honesta" a moeda.

1.2.2 Limites de cauda

A esperan�ca de uma vari�avel aleat�oria nos d�a a id�eia de \m �edia" e
costuma ser extremamente valioso conheĉe-la, especialmente se es-
tamos interessadosno valor acumulado ap�os um n�umero grande de
repeti�c~oes do experimento randômico. Por exemplo, se a vari�avel
aleat�oria em quest~ao �e o tempo de execu�c~ao X de um algoritmo ran-
domizado, �e no m��nimo �util | e talvez indispens�avel | sabermos
que, ap�os um n�umero grande k de execu�c~oes daquele algoritmo, o
tempo total gasto ter�a convergido para kE[X ].

Entretanto, no casode estarmosinteressadosem uma atribui�c~ao
de valor �aquelavari�avel aleat�oria (por exemplo,uma execu�c~ao parti-
cular do algoritmo), a esperan�ca, apenas,n~aonosdiz muito a respeito
da densidadede probabilidade daquela vari�avel (que �e, em �ultima
instância, o que nos diria tudo sobreela).

Na auŝencia da express~ao exata para a densidadede probabili-
dade, podemos fechar algumas lacunas utilizando limites de cauda
como a desigualdadede Markov, dada a seguir:

Pr [X � a] �
E[X ]

a
; para todo a > 0;

v�alida para vari�aveis aleat�orias X que assumemapenasvaloresn~ao-
negativos.

Na verdade, a desigualdadede Markov �e o melhor que podemos
conseguirquando tudo o que conhecemos�e a esperan�ca da vari�avel
aleat�oria (e o fato de assumir ela apenasvaloresn~ao-negativos).

Se,al�em da esperan�ca, conhecermostamb�em a variância de uma
vari�avel aleat�oria X ,

Var [X ] = E[(X � E[X ])2] = E[X 2] � (E[X ])2;

podemosestabelecer,a partir da desigualdadede Markov, um limite
mais forte conhecidocomo desigualdadede Chebyshev:

Pr [jX � E[X ]j � a] �
Var [X ]

a2 ; para todo a > 0:
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[SEC. 1.2: VARI �AVEIS ALEAT �ORIAS E ESPERANC� A 11

A desigualdadede Chebyshev tamb�em pode ser escrita como

Pr [jX � E[X ]j � k� ] �
1
k2 ; para todo k > 1;

onde � =
p

Var [X ] �e o desviopadr~ao de X , que d�a intuitiv amente o
qu~ao afastadosda esperan�ca osvaloresassumidospor X devem estar.

Desigualdadescomo as de Markov e Chebyshev s~ao muito utili-
zadasna an�alise de algoritmos probabil��sticos e s~ao muitas vezesas
respons�aveis por prover o grau de con�an�ca necess�ario �a ado�c~ao de
estrat�egiasrandomizadasem problemaspr�aticos.

As desigualdadesconhecidascomo limites de Cherno� podem
ser ainda mais poderosas, ainda que fujam ao escopo deste curso
intro dut�orio. O leitor pode encontrar maiores informa�c~oesnas notas
bibliogr�a�cas.

1.2.3 Algumas vari �aveis aleat�orias imp ortan tes

Descreveremos agora, para refer̂encia, as vari�aveis aleat�orias mais
comuns e �uteis para nossotema.

Vari �avel aleat�oria de Bernoulli

A vari�avel aleat�oria de Bernoulli �e comumente usada como indica-
dor da ocorrência de algum evento, j�a que pode assumir apenasdois
valores: 0 (normalmente associado �a n~ao-ocorrência de determinado
evento) ou 1 (normalmente associado �a sua ocorrência).

�E comum chamarmosde \sucesso" ao evento para o qual o indi-
cador de Bernoulli recebe valor 1, e de \fracasso" a seucomplemento.
Sendop a probabilidade associada ao sucesso,temos a seguinte den-
sidadede probabilidade para nossavari�avel de Bernoulli:

pX (x) =

8
<

:

1 � p sex = 0
p sex = 1
0 para todos os demaisvaloresde x.

O evento em quest~ao, propriamente dito, pode ser qualquer. Por
exemplo, suponha uma roleta numerada de 0 a 36 onde a probabi-
lidade de se obter qualquer um dos n�umeros �e idêntica e, portanto,
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12 [CAP. 1: RANDOMIZADOS?

igual a 1/37. Estamos interessadosem saber se, numa dada rodada
da roleta, houve ou n~ao, como resultado, o n�umero zero (que, no
famoso jogo de azar, �e associado a ganho da \banca"). Ter��amos,
nessecaso,\sucesso"de�nido comoo evento em que zero�e o n�umero
sorteado,sendofracassoo evento complementar em que sai qualquer
outro n�umero entre 1 e 36. A probabilidade de sucessoassociada a
nossavari�avel de Bernoulli seria, portanto, de 1/37.

�E facilmente demonstr�avel que a esperan�ca de uma vari�avel alea-
t�oria de Bernoulli �e igual �a probabilidade de sucessop. Suavariância
�e p(1 � p).

Vari �avel aleat�oria binomial

A vari�avel aleat�oria binomial aparece,normalmente, quandosedeseja
indicar o total de sucessosobtidos ap�os uma seq•uência de n experi-
mentos randômicos idênticos e independentes. Em outras palavras,
pode ser entendida como a somade n indicadoresde Bernoulli, cada
um dos quais associado a uma mesmaprobabilidade de sucessop.

J�a vimos | sem o termos anunciado | a vari�avel aleat�oria bi-
nomial, quando nos interessamospelo n�umero total de coroas ob-
tidas em seis lan�camentos consecutivos de uma moeda. Trata-se,
portanto, de uma binomial X que pode ser entendida como a soma
X = X 1 + X 2 + � � � + X 6 de indicadores de Bernoulli, cada um dos
quais associado a uma probabilidade de sucessoigual a 1/2.

Usualmente, abreviam-sevari�aveis aleat�orias binomiais com pa-
râmetrosn (n�umero de repeti�c~oesde um experimento) e p (probabili-
dade de que uma execu�c~ao do experimento resulte em sucesso)como
B (n; p). Sua densidadede probabilidade �e dada por

pX (x) =
�

n
x

�
px (1 � p)n � x ;

para 0 � x � n e x inteiro. Todos os demais valores reais de x
resultam em pX (x) = 0.

A esperan�ca E[X ] de uma vari�avel aleat�oria X com distribui�c~ao
binomial B (n; p) �e igual a np, como pode ser facilmente veri�cado.
Para obtermos a variância da binomial, �e preciso conhecermos
E[X 2] = n(n � 1)p2 + np, que resulta diretamente da de�ni�c~ao de
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[SEC. 1.3: MONTE CARLO E LAS VEGAS 13

esperan�ca, mas cujos c�alculos n~ao apresentamos aqui. Chega-se,as-
sim, a Var [X ] = np(1 � p).

Vari �avel aleat�oria geom�etrica

Quando, ao inv�es de nos interessarmospelo total de sucessosnuma
seq•uência, estamospreocupadoscom o n�umero de repeti�c~oesde um
experimento randômico at�e o momento em que o primeiro sucesso
tenha sido observado, estamosdiante de uma vari�avel aleat�oria geo-
m�etrica.

Suponha que, no exemplo da moeda, n~ao limit�assemosem 6 o
n�umero de lan�camentos, mas, do contr�ario lan�c�assemosa moeda o
n�umero de vezesque fossenecess�ario at�e o aparecimento da primeira,
digamos, coroa. Este n�umero �e exatamente o valor assumido por
nossavari�avel aleat�oria geom�etrica.

A densidadedeuma geom�etrica X comprobabilidade desucessop
�e dada por

pX (x) =
�

p(1 � p)x � 1 para x = 1; 2; 3; : : :
0 para todos os demaisvaloresde x.

A esperan�ca de uma geom�etrica �e o inversode sua probabilidade
de sucesso,ou E[X ] = 1=p. Sua variância �e (1 � p)=p2.

1.3 Mon te Carlo e Las Vegas

Voltemos, agora, ao assunto que mais nos interessa: algoritmos ran-
domizados. Como o adiant�aramos na intro du�c~ao, portanto, existem
dois grandesgrupos de algoritmos randomizados,que se disting•uem
um do outro pela localiza�c~ao da incertezaque resulta da presen�ca de
experimentos aleat�orios a dirigir-lhes de algum modo os passos: se
na pr�opria corretude da resposta apresentada, s~ao ditos algoritmos de
Monte Carlo; seem seutempo de execu�c~ao, s~ao chamadosalgoritmos
de Las Vegas.

Da aplica�c~ao real depende a maior adequa�c~ao de um ou outro
tip o. Se�e preciso a garantia de que o tempo exigido pelo algoritmo
ser�a deterministicamente limitado, em todas as suasexecu�c~oes,por
uma certa fun�c~ao do tamanho da entrada, um algoritmo de Monte
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Carlo �e certamente o mais indicado, e uma margemdiminuta de erro
pode mesmoser irrelevante diante da certezade boa performanceque
ele venha a oferecer. J�a a necessidadede se estar sempre diante da
resposta correta aponta o uso de um algoritmo de Las Vegas.

Na maior parte das vezes,no entanto, o que permite ou sugere
a constru�c~ao de algoritmos de um ou outro tip o �e o conjunto de
caracter��sticas do problema em si | e alguma dosede experiência.
Tanto �e assim que nem sempre se conhecealgoritmo de Las Vegas
e�ciente para um problema para o qual existe algoritmo de Monte
Carlo arrasador;da mesmaforma, muito embora sejasempreposs��vel
construirmos a partir de um algoritmo de Las Vegasum outro, de
Monte Carlo (vide se�c~ao 1.3.3), nem sempreeste �ultimo apresentar�a
desempenho su�cientemente interessante.

1.3.1 Mon te Carlo

Algoritmos randomizadosde Monte Carlo nem sempred~ao a resposta
certa. Existe uma chance, inerente ao algoritmo, de que a resposta
apresentada esteja desastradae inescrupulosamente errada.

N~ao �e preciso,no entanto, que lhes votemosabsolutamente qual-
quer sentimento prematuro de descon�an�ca ou antipatia. A�nal, a
vida pr�atica �e tamb�em cheia de incertezas. Exames laboratoriais
podem diagnosticar doen�casinexistentes, mas n~ao deixam de ser fer-
ramentas valiosasnas m~aosdo bom m�edico. �E precisoapenassaber
lidar com a possibilidadede erro.

Algoritmos randomizadosn~ao est~ao limitados a problemasde de-
cis~ao4. Estes,por�em, permitem dividir osalgoritmos de Monte Carlo
em dois tip os: os de erro unilateral e os de erro bilateral.

Algoritmos de Monte Carlo de erro unilateral para problemasde
decis~ao erram, comosugereo nome,apenaspara um doslados: aque-
les que s~ao baseados-no-sim nunca erram quando a resposta por eles
encontradas �e SIM; j�a osbaseados-no-n~ao est~ao semprefalando a ver-
dadequando apresentam o N~AOcomoresposta. Algoritmos de Monte

4Problemas de decis~ao s~ao aqueles em que se deseja descobrir se algo �e verda-
deiro: existe representa�c~ao plana para este grafo? Tal n�umero �e primo? �E poss��vel
ir da cidade A �a cidade B passandopor no m�aximo k cidades intermedi�arias? Esta
amostra de sangue possui o v��rus XYZ? Estes s~ao todos exemplos de problemas
de decis~ao | a resposta certa �e um simples SIM ou N~AO.
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Carlo de erro bilateral podem retornar tanto SIM quanto N~AOincor-
retos.

A unilateralidade do erro de um algoritmo de Monte Carlo �e ca-
racter��stica importante que permite-nos re�nar e�cientemente nosso
\grau de con�an�ca" na resposta obtida a n��veis t~ao bons quanto de-
sejemos.

Exemplo: iden tidade de polin ômios

Sejao seguinte problema: dadosdois polinômios de grau d, um deles
apresentado na forma de um produto de polinômiosde primeiro grau,
e.g., F (x) = (x � a1)(x � a2) � � � (x � ad), e outro na forma canônica
da somademonômios,e.g.,G(x) = bdxd + bd� 1xd� 1 + � � � + b1x + b0,
�e verdadeque ambos os polinômios s~ao idênticos?

Um algoritmo muito simples�e aquelebaseadona compara�c~ao dos
coe�cientes dos termos de mesmograu dos dois polinômios, uma vez
que ambos encontrem-se na forma canônica. Para isso, o algoritmo
teria que, em primeiro lugar e inevitavelmente, transformar F (x),
executando, para isso, um n�umero quadr�atico O(d2) de opera�c~oes
b�asicasde adi�c~ao e multiplica�c~ao.

Eis um algoritmo randomizado que d�a a resposta certa com pro-
babilidade alta em tempo linear no grau dos polinômios, ou seja,
executandoum n�umero O(d) de opera�c~oesb�asicas:

Entrada:
F; G: dois polinômios de grau d.

Sa��da:
SIMou N~AO, decidindoseF e G s~ao idênticos.

identidadePolinômios(F; G):
sorteie aleat�oria e uniformementeum inteiro w entre 1 e 100d
avalieF (w) e G(w)
retorne N~AOseF (w) 6= G(w); casocontr�ario, retorne SIM

Figura 1.1: Monte Carlo para veri�car a identidade de polinômios.



i

i

\randomizados" | 2007/4/30 | 11:48 | page 16 | #22
i

i

i

i

i

i

16 [CAP. 1: RANDOMIZADOS?

Observe que o algoritmo da �gura 1.1 �e um algoritmo de Monte
Carlo de erro unilateral baseado-no-n~ao. De fato, quandoo algoritmo
responde N~AO, ele tem sempre raz~ao. H�a um certi�c ado para esse
N~AO, algo que garante a corretude dessaresposta. Ora, seexiste um
n�umero w para o qual F (w) 6= G(w), os polinômios n~ao podem ser
idênticos. Observe que, se os polinômios s~ao idênticos o algoritmo
jamais responder�a erradamente que elesn~ao o sejam. N~ao existe algo
como um \certi�cado falso" para o N~AO.

Por outro lado, sea resposta dada pelo algoritmo �e SIM, h�a uma
chance de que ela esteja errada. �E poss��vel que os polinômios n~ao
sejam idênticos, mas que o inteiro w sorteadoaleatoriamente apenas
seja raiz do polinômio H (x) = F (x) � G(x), casoesteem que F (w)
e G(w) avaliariam o mesmovalor especi�c amente para w. N~ao cons-
tituiria a igualdade F (w) = G(w), portanto, um certi�cado para o
SIM5; poder-se-iaconcluir apenasque o algoritmo n~ao localizou um
certi�cado para o N~AO.

Se o algoritmo sempre acerta a resposta quando os polinômios
s~ao idênticos, a pergunta �e: qual a probabilidade do algoritmo errar
a resposta quando os polinômios n~ao s~ao idênticos?

Sabemosque um polinômio de grau d possuino m�aximo d ra��zes
inteiras distintas. Dessaforma, a probabilidade de que o inteiro w
sorteadoaleatoriamente seja raiz de F (x) � G(x) �e menor ou igual a
d=100d = 1=100.

O que ganhamoscom essealgoritmo? Ora, �e poss��vel avaliar arit-
meticamente polinômios de grau d em tempo linear O(d). Rodando,
portanto, em tempo O(d), nossoalgoritmo �e extremamente mais e�-
ciente do que o algoritmo determin��stico O(d2) que mencion�aramos.

Probabilidades associadas ao Mon te Carlo de erro unilateral

A pergunta que precisamosresponder, quando diante de um algo-
ritmo de Monte Carlo, �e: qual a probabilidade p � 1 � " de que a
resposta correta seja dada?

5 �E evidente que poderia haver um certi�cado para o SIM, se o desej�assemos.
Bastaria nos certi�carmos de que os polin ômios avaliam os mesmos resultados
para d + 1 valores distin tos de w. Mas ter que realizar O(d) avalia�c~oes, cada
uma das quais em temp o O(d), nos daria um algoritmo de temp o quadr�atico
O(d2 ), justamen te a performance ruim que queremos evitar. N~ao h�a, portan to,
um certi�cado e�ciente para o SIM.



i

i

\randomizados" | 2007/4/30 | 11:48 | page 17 | #23
i

i

i

i

i

i

[SEC. 1.3: MONTE CARLO E LAS VEGAS 17

Seja um algoritmo de Monte Carlo de erro unilateral e sejam os
seguintes eventos associadosa uma execu�c~ao do algoritmo para uma
determinada instância de um problema de decis~ao.

� AS | o algoritmo responde SIM;

� AN | o algoritmo responde N~AO;

� CS | a resposta correta para aquelaentrada �e SIM;

� CN | a resposta correta para aquelaentrada �e N~AO.

Para um melhor acompanhamento dospar�agrafosseguintes, acon-
selhamosa consulta �a �gura 1.2, onde uma seta de X para Y repre-
senta a probabilidade condicional Pr [Y jX ].

H�a duas maneiras de se entender as probabilidades associadas a
um algorimo de Monte Carlo de erro unilateral. A primeira �e pen-
sarmosnas probabilidades de acerto Pr [CS jAS ] e Pr [CN jAN ] ou de
erro Pr [CN jAS ] e Pr [CS jAN ] condicionadas�a resposta apresentada.
Quando seconstr�oi um algoritmo, no entanto, em geral estamospre-
ocupadoscom as probabilidades de acerto Pr [AS jCS ] e Pr [AN jCN ]
ou de erro Pr [AN jCS ] e Pr [AS jCN ] condicionadas�a entrada do pro-
blema6.

Aparentemente, �e mais intuitiv o pensarmosnas condicionais as-
sociadas �a resposta do algoritmo. No entanto, o fato �e que, em-
bora o \certi�cado" apresentado para o N~AO(respectivamente,para o
SIM) por um algoritmo de Monte Carlo de erro unilateral baseado-no-
n~ao (resp. baseado-no-sim)nos dê automaticamente Pr [CN jAN ] = 1
(resp. Pr [CS jAS ] = 1), nem sempre�e f�acil | ou poss��vel | calcular-
mos as probabilidades condicionadasao fato de que a resposta dada
n~ao veio acompanhada de um certi�cado (pontos de interroga�c~ao
nos diagramas da �gura 1.2). Em outras palavras, se um algoritmo
baseado-no-n~ao respondeu SIM ou se um baseado-no-simrespondeu
N~AO, s�o �e poss��vel obter as probabilidades condicionais se conhecer-
mos a distribui�c~ao de probabilidade da entrada do problema (vide
exerc��cio 2). Ou poderemos,no m�aximo, atualizar nosso\mo delo de
con�an�ca" (vide exerc��cio 3).

6Admitimos que pode parecer confuso trabalhar com as condicionais nos dois
sentidos. Nossa recomenda�c~ao �e a de que o leitor pre�ra concentrar-se nas pro-
babilidades condicionadas �a entrada do problema.
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Resposta correta

Resposta do algoritmo

 

SIM NAO
~

SIM NAO
~

1 1 p0 0?

?

1-p

(a)

Resposta correta

Resposta do algoritmo

 

SIM NAO
~

SIM NAO
~

11 ?00p

?

1-p

(b)

Figura 1.2: (a) MC baseado-no-n~ao. (b) MC baseado-no-sim.

Se, por outro lado, concentrarmo-nos nas probabilidades associ-
adas �a entrada do problema, �e f�acil respondermossatisfatoriamente
aquela pergunta fundamental. Algoritmos baseados-no-n~ao respon-
der~ao corretamente SIM sempre que a entrada for uma instância
SIM (j�a que n~ao inventar~ao jamais um certi�cado falso para o N~AO).
Quando a entrada for uma instância N~AO, a corretude da resposta
dependedo algoritmo ter a capacidade(ou \sorte") de encontrar um
certi�cado para o N~AO7.

A probabilidadedeacerto deum algoritmo deMonte Carlo
de erro unilateral baseado-no-n~ao �e maior ou igual �a pro-
babilidadede queo algoritmo encontre um certi�c ado para
o N~AOcaso a entrada seja uma instância N~AO.

7Analogamente, algoritmos baseados-no-sim responder~ao corretamente N~AO
sempre que a entrada for uma inst ância N~AO. Quando a entrada for SIM, a resposta
s�o ser�a um correto SIM se o algoritmo tiv er a \sorte" de encontrar um certi�cado
(o que, deseja-se,acontece com alta probabilidade).
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A probabilidadedeacerto deum algoritmo deMonte Carlo
de erro unilateral baseado-no-sim �e maior ou igual �a pro-
babilidadede queo algoritmo encontre um certi�c ado para
o SIM caso a entrada seja uma instância SIM.

Portanto, �ecoma (alta) probabilidade deencontrar um certi�cado
para um dos lados que devemosnos preocupar quando do desenvol-
vimento e an�alise de algoritmos de Monte Carlo de erro unilateral.

Reduzindo a probabilidade de erro

Seja A um algoritmo de Monte Carlo de erro-unilateral baseado-no-
n~ao que erra com probabilidade menor ou igual a " 1 e seja I uma
instância qualquer para um problema de decis~ao.

Sigamos agora, o seguinte plano: executemosA, seguida e in-
dependentemente, diversasvezes,at�e que uma resposta N~AOtenha
sido encontrada | e, portanto, certi�cada | ou at�e que um n�umero
m�aximo de t execu�c~oestenha sido executado.

Com que probabilidade, ap�os a ado�c~ao da estrat�egia acima, esta-
remosdiante de uma resposta incorreta para o problema?

Ora, sea resposta correta �e SIM, for�cosamente teremosnas m~aos
um SIMap�os exatas t execu�c~oes. Ent~ao, para que o algoritmo erre, �e
preciso que a resposta correta seja N~AOe que ele falhe em encontrar
um certi�cado para o N~AOpor t vezesindependentes e consecutivas.
Sendoassim, e designandoa nota�c~ao Ak

S para o evento em que a k-
�esima execu�c~ao do algoritmo retorna SIM, a probabilidade global de
erro " t pode ser dada por:

" t = Pr

"

CN ;
t\

k=1

Ak
S

#

= Pr [CN ] �
tY

k=1

Pr

2

4Ak
S jCN ;

k � 1\

j =1

A j
S

3

5

= Pr [CN ] �
tY

k=1

Pr [Ak
S jCN ]

= Pr [CN ] �
�
Pr [A1

S jCN ]
� t

:
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Na terceira linha, usamoso fato de queasrepeti�c~oesdo algoritmo
s~ao todas independentes, de forma que o conhecimento dos resulta-
dos obtidos pelas k � 1 execu�c~oes do algoritmo em nada altera as
probabilidades associadas�a k-�esimaexecu�c~ao.

Como Pr [CN ] � 1, temos

" t �
�
Pr [A1

S jCN ]
� t

= " t
1:

Vemos, assim, que a probabilidade de erro decresceexponenci-
almente com o aumento do n�umero de repeti�c~oes independentes do
algoritmo8.

Note que calculamosa probabilidade de erro como sendoa pro-
babilidade da conjun�c~ao dos eventos CN e Ak

S ; k = 1; : : : ; t. Isto �e
poss��vel poiso algoritmo possuierro unilateral (baseado-no-n~ao,nesse
caso),de forma que bastaria uma �unica resposta assertiva (com exi-
bi�c~ao de certi�cado para o N~AO, no caso)para que tiv �essemoscerteza
da resposta correta. S~ao necess�arias, portanto, para que haja exibi-
�c~ao de resposta incorreta, t execu�c~oesdistintas e independentes do
algoritmo, cadauma das quais falhando em encontrar um certi�cado
(para o N~AO).

A probabilidade de acerto �e, evidentemente, a complementar da
probabilidade de erro, e, portanto, maior ou igual a 1 � " t . Se, por
outro lado, opt�assemospor calcular diretamente a probabilidade de
acerto como sendo a probabilidade da disjun�c~ao dos eventos A k

N ,
precisar��amosou trabalhar comum limite poucojusto usandoo limite
da uni~ao (vide se�c~ao 1.1.1) ou obter a probabilidade da disjun�c~ao de
eventos usando,a duraspenas,o princ��pio da inclus~ao-exclus~ao (vide,
igualmente, a se�c~ao 1.1.1).

8Em alguns casos, como no do algoritmo de Monte Carlo para a veri�ca�c~ao
da identidade de polin ômios, a probabilidade de erro pode ser reduzida simples-
mente alterando-se um parâmetro interno do algoritmo. Naquele caso, teria sido
o tamanho do intervalo do qual o inteiro w �e sorteado. Se, ao inv�es de utilizar-
mos um intervalo de tamanho 100d, tiv �essemosutilizado um de tamanho 1000d,
a probabilidade de erro teria sido menor ou igual a 1=1000, e n~ao 1=100. H�a,
no entanto, um limite | imp osto pelas caracter��sticas da m�aquina ou da lingua-
gem utilizada | para esseintervalo, como h�a sempre um limite para o ajuste do
\par âmetro interno", qualquer que seja. Al �em disso, evidentemente, nem sempre
�e inerente ao pr�oprio algoritmo um tal parâmetro \a just�avel" como o tamanho
do intervalo, naquele caso. J�a o n�umero de repeti�c~oes independentes de um algo-
ritmo �e ilimitado, sendo esta sim a maneira usualmente adotada para se reduzir
a probabilidade de erro a n��veis t~ao baixos quanto se queira.
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Regra pr�atica: calcule sempre a probabilidade global de
erro pela probabilidade da conjun�c~ao dos erros nas inde-
pendentesexecu�c~oesdo algoritmo. A probabilidade global
de acerto �e sua complementar.

1.3.2 Las Vegas

Ainda que dele consigamosapenasestimativas probabil��sticas, algo-
ritmos randomizadosde Las Vegast êm, em geral, tempo de execu�c~ao
bom o su�ciente para que seja justi�cada sua utiliza�c~ao | se �e que
apenaso aspecto simplicidade, tantas vezespresente, j�a por si s�o n~ao
a justi�caria | e nada �cam devendo a algoritmos determin��sticos
quanto �a qualidade de sua resposta, que est�a semprecorreta.

O tempo computacional de um algoritmo de Las Vegas�e uma
vari�avel aleat�oria e, como tal, est�a completamente de�nido por seu
conjunto de momentos. Por n~ao ser nossoobjetivo abordar temas
de probabilidade e estat��stica mais do que o �zemos em nossabreve
por�em su�ciente | assim o esperamos! | revis~ao na se�c~ao 1.1.1,
basta-nosaqui o entendimento de que, sendouma vari�avel aleat�oria
cujo comportamento a an�alise do algoritmo torna muito bem conhe-
cido, o tempo computacional de um algoritmo de Las Vegaspode ser
e �e avaliado em termos de seu valor esperado | e talvez variância,
desvio padr~ao etc.

Exemplo: busca de elemen to em lista com rep eti�c~oes

Suponha que desejamoslocalizar um algarismo qualquer (digamos,
o 9) numa lista de tamanho n que cont�em todos os algarismosde 0
a 9 distribu��dos em iguais quantidades, isto �e, 1=10 de suasposi�c~oes
apresentam o algarismo 0, 1=10 de suas posi�c~oes apresentam o al-
garismo 1 e assim por diante. Nada se sabe, no entanto, sobre a
localiza�c~ao dos elementos.

Imagine um algoritmo determin��stico para resolver esteproblema.
Qualquer um. Aqui v~ao algumassugest~oes(cada item corresponde a
um algoritmo completo):
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1. Examine uma a uma todas as posi�c~oes da lista, a partir da
primeira, at�e encontrar o primeiro 9.

2. Examine uma a uma todas as posi�c~oes da lista, a partir da
�ultima e caminhando de tr�as para diante, at�e encontrar o pri-
meiro 9.

3. Examine primeiro todas as posi�c~oes��mpares da lista, isto �e,
a primeira, depois a terceira, quinta etc., depois (se nenhum
9 tiv er ainda sido encontrado, evidentemente) venha voltando
pelasposi�c~oesparesde tr�as para diante.

4. Divida a lista emk sublistasde tamanho n=k cada: osprimeiros
n=k elementos ir~ao para a primeira sublista, os n=k elementos
seguintes ir~ao para a segundasublista e assimpor diante. Exa-
mine agora o primeiro elemento de cada sublista, em seguidao
segundoelemento de cada sublista, em seguidao terceiro etc.
at�e encontrar um 9.

Agora vejamos: como se comportar�a o primeiro algoritmo se os
elementos da lista que lhe for submetida estiverem dispostos em or-
dem crescente (000: : : 0111: : : 1222: : : 2 : : : 999: : : 9)? �E evidente que
o algoritmo ter�a investigado9n=10+ 1 posi�c~oesno momento em que
encontrar seudesejadoalgarismo 9.

E o segundoalgoritmo? Comoevitar quegastetamb�emum tempo
muito longo percorrendo quase toda a lista, caso a entrada esteja
organizadaem ordem decrescente? O terceiro algoritmo tamb�em n~ao
se comportar�a nada bem caso os algarismos 9 apare�cam nas n=10
primeiras posi�c~oesparesda lista. E tampoucoo quarto algoritmo ter�a
melhor desempenho se os algarismos 9 ocuparem as �ultimas n=10k
posi�c~oesde cada sublista. . .

Resumindo, qualquer que seja a estrat�egia adotada, sempre h�a
de existir entradas que exigir~ao do algoritmo um tempo \ruim" (li-
near no tamanho da entrada, no nossoexemplo). Dependendo da
aplica�c~ao e da distribui�c~ao das instânciasde entrada | por for�ca de
algum agente externo, malicioso ou n~ao, ou ainda que intermiten-
temente, durante determinados per��odos, por exemplo | pode ser
que o algoritmo determin��stico seja constantemente levado a ter um
desempenho lento.
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Seja,agora, o algoritmo seguinte:

5. Escolha,aleat�oria e uniformemente, uma posi�c~ao qualquer, das
n poss��veis. Veri�que-a. Repita at�e encontrar um 9.

N~ao, n~ao �e sequerprecisodeixar menossimpleso algoritmo adici-
onando algum tip o de controle das posi�c~oesj�a examinadas. Perceba
que, a cada veri�ca�c~ao, a probabilidade de encontrarmos um 9 �e de
1=10. O n�umero de veri�ca�c~oes,portanto, at�e que o primeiro 9 seja
encontrado �e uma simples vari�avel aleat�oria geom�etrica cuja proba-
bilidade de sucesso�e 1=10 (vide se�c~ao 1.2.3). O valor esperado para
o n�umero de veri�ca�c~oes a serem executadaspor este algoritmo �e,
portanto, igual a 10, independentemente do tamanho da entrada.

Em resumo: como alternativa aos algoritmos determin��sticos de
tempo linear (no pior caso),conseguimosum algoritmo de Las Vegas
de tempo esperado constante para todas as entradas9.

1.3.3 Certeza ou desempenho?

Como vimos, a certeza da resposta correta dada por um algoritmo
de Las Vegaspode torn�a-lo bastante atraente. Ocorre que, mesmo
em se tratando de algoritmos de Las Vegascujo tempo esperado �e
bom, n~ao podemossaber ao certo se uma determinada execu�c~ao do
algoritmo demandar�a, talvez, tempo muito maior.

Algoritmos de Monte Carlo, por outro lado, permitem que calcu-
lemosdeterministicamente seutempo assint�otico de pior caso,o que
pode ser, em muitos casos,essencial.

Transformando Las Vegas em Mon te Carlo

Uma maneira simplesde transformarmos um algoritmo de Las Vegas
em um algoritmo de Monte Carlo �e: execute o algoritmo de Las

9 �E evidente que, com probabilidade baixa, o temp o de uma execu�c~ao em par-
ticular de um algoritmo de Las Vegas pode ser muito maior do que seu valor
esperado (vide exerc��cio 5). H�a mesmo, em nosso exemplo, uma probabilidade
in�nitamen te pequena de que seu temp o de execu�c~ao seja in�nitamen te grande.
Se, no entanto, modi�c� assemosligeiramen te o algoritmo prop osto, evitando que
uma mesma posi�c~ao da lista fosseveri�cada mais do que uma vez, a pior execu�c~ao
poss��vel do algoritmo demandaria temp o O(n) | seria, portan to, pelo menos t~ao
e�cien te quanto qualquer algoritmo determin ��stico.
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Vegasdurante certo tempo, ou durante um n�umerodepassoslimitado
por certa fun�c~ao do tamanho da entrada. Se encontrar a resposta,
retorne-a, evidentemente, e pare; do contr�ario, responda N~AO10 ap�os
aquelen�umero-limite de passos.

Note queo algoritmo obtido dessaforma est�a semprecerto quando
responde SIM (baseado-no-sim),pois o SIM ter�a sido for�cosamente
respondido dentro do limite de tempo pr�e-estabelecido e, portanto,
durante a execu�c~ao normal do algoritmo de Las Vegas(cuja resposta
�e semprecorreta). Uma resposta N~AO, por outro lado, pode ter sido
informada durante a execu�c~ao normal do Las Vegasou, arbitraria-
mente, ap�os o estouro do limite de tempo.

A probabilidade deerro " deum algoritmo deMonte Carlo baseado-
no-sim dessaforma obtido ser�a majorada pela probabilidade de que
o algoritmo de Las Vegasdemande, para responder SIM quando a
resposta correta �e SIM11, tempo maior do que o limite estabelecido.
Como o tempo computacional do algoritmo de Las Vegas �e uma
vari�avel aleat�oria muito bem de�nida, o c�alculo exato dessaproba-
bilidade | ou, pelo menos,a determina�c~ao de bons limites inferio-
res e/ou superiores | �e fact��vel. Seja, por exemplo, X a vari�avel
aleat�oria que representa o tempo computacional de nossoalgoritmo
de Las Vegas, e seja � = E[X ]. Podemos, por exemplo, de�nir o
limite de tempo como k� e empregarmosa desigualdadede Markov
(vide se�c~ao 1.2.2) para escrevermos

" � Pr [X � k� ] �
E[X ]
k�

=
1
k

:

Transformando Mon te Carlo em Las Vegas

A transforma�c~ao de um algoritmo de Monte Carlo de erro unilateral
em um algoritmo de Las Vegascostuma ser menos e�caz: no caso
de um Monte Carlo baseado-no-n~ao, por exemplo, ter��amos que re-
pet��-lo inde�nidamente at�e que um N~AOfosseencontrado. Mas e se
a resposta correta for SIM? Rodaria um n�umero in�nito de vezes?!
Bem, em alguns casos�e poss��vel (leia-se pouco custoso) fazer com

10 Totalmen te arbitr�ario. Poder��amos ter escolhido responder SIM ap�os o limite
de temp o, e ter��amos, ent~ao, um algoritmo de Monte Carlo baseado-no-n~ao.

11 Se tiv �essemos optado por um algoritmo de Monte Carlo baseado-no-n~ao,
releia-se este par�agrafo substituindo-se todos os \sim" por \n~ao".
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que as sucessivas execu�c~oesdo algoritmo de Monte Carlo n~ao sejam
independentes, de forma a seevitar a repeti�c~ao das mesmasescolhas
aleat�orias. O algoritmo, nessecaso,pararia ap�os todas as poss��veis
seq•uênciasde escolhasterem sido exauridas, ou ap�os certo n�umero
de escolhasdistintas ter sido feito, o que pode constituir, em alguns
casos(vide nota de rodap�e n�umero 5 no exemplo da identidade de
polinômios da se�c~ao 1.3.1), certi�cado para o SIM12.

Quando, no entanto, h�a dois algoritmos de Monte Carlo para
um problema, um deles baseado-no-sim(que, portanto, exibe um
certi�cado para o SIMcom probabilidade maior ou igual a certo valor
pS caso a resposta correta seja SIM) e outro baseado-no-n~ao (que,
portanto, exibe um certi�cado para o N~AOcom probabilidade maior
ou igual a um pN casoa resposta correta seja N~AO), ent~ao �e sempre
poss��vel criarmos um algoritmo de Las Vegaspara o problema em
quest~ao como veremosa seguir.

Seja algS o algoritmo de Monte Carlo baseado-no-sime algN o
algoritmo de Monte Carlo baseado-no-n~ao para um determinado pro-
blema �. Sejap o menor entre pS e pN . O algoritmo de Las Vegas�e
exibido na �gura 1.3.

Como a probabilidade de que uma resposta (necessariamente cor-
reta!) seja retornada a cada itera�c~ao do algoritmo acima �e maior ou
igual a p, o n�umero de itera�c~oesdo algoritmo �e uma vari�avel aleat�oria
geom�etrica X com probabilidade de sucessomaior ou igual a p e, por-
tanto, o n�umero esperadode itera�c~oes�e menor ou igual a 1=p. Sendo
ambosAlgS e AlgN polinomiais, teremosobtido um algoritmo de Las
Vegaspara � de tempo esperado igualmente polinomial.

Caso semelhante, em que a transforma�c~ao de Monte Carlo em
Las Vegas�e sempreposs��vel, �e aqueleem que sedesejalocalizar uma
estrutura que possua determinada propriedade e cuja exist̂encia �e
sabida. Suponhamosque exista um algoritmo de Monte Carlo que
encontra a estrutura desejada(por exemplo, um corte com pelo me-
nos metade do n�umero de arestasdo grafo | vide se�c~ao 5.1.2 para o
problema do corte m�aximo) com probabilidade p em tempo polino-
mial. A �gura 1.4 mostra como podemosobter um algoritmo de Las
Vegaspolinomial de forma bastante simples.

12 Mais uma vez, aqui, SIM e N~AOforam escolhidos arbitrariamen te. O leitor
pode reler todo o par�agrafo tro cando os \sim" por \n~ao" e vice-versa.
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Entrada:
algS : algoritmo de Monte Carlo baseado-no-sim;
algN : algoritmo de Monte Carlo baseado-no-n~ao;
I : instância do problema.

Sa��da:
SIMou N~AO, decidindoI .

LasVegas-decis~ao(algS ; algN ; I ):
repita:

sealgS (I ) retorna SIM:
retorne SIM

sealgN (I ) retorna N~AO:
retorne N~AO

at�e alguma resposta ser retornada

Figura 1.3: Las Vegasobtido de dois Monte Carlos.

Entrada:
alg: um algoritmo de Monte Carlo;
I : instância do problema.

Sa��da:
A estrutura desejada,presenteem I .

LasVegas-localiza�c~ao(alg; I ):
repita:

sejax a estrutura retornada por alg(I )
sex possuia propriedadedesejada,retorne x

at�e a estrutura desejadaser encontrada

Figura 1.4: Las Vegasobtido de Monte Carlo para localiza�c~ao.
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Mais uma vez, o n�umero de itera�c~oesdo algoritmo de Las Vegas
ser�a uma vari�avel aleat�oria geom�etrica associadaa uma probabilidade
de sucessop, donde o n�umero esperado de itera�c~oes�e 1=p. Note que,
aqui, �e necess�ario que seja poss��vel veri�car em tempo polinomial se
a estrutura retornada pelo algoritmo de Monte Carlo possuiou n~ao a
propriedade desejada(por exemplo, seo n�umero de arestasdo corte
retornado �e maior ou igual �a metadedo n�umero de arestasdo grafo).

1.4 Classes de complexidade

Al �em das classesde complexidade usuais em que s~ao classi�cados
os problemasde decis~ao de acordo com o esfor�co computacional que
sua resolu�c~ao demanda, algoritmos randomizados deram origem a
novas classes,que ora listamos para r�apida refer̂encia. Nas notas
bibliogr�a�cas referimos o leitor a textos mais aprofundados.

1. Classesde complexidaderelacionadasa algoritmos determin��s-
ticos:

� EXP { classedos problemasque podem ser decididosem
tempo exponencial no tamanho da entrada.

� P { classedos problemas que podem ser decididos em
tempo polinomial no tamanho da entrada.

� NP { classedos problemas para os quais uma resposta
SIMpode ser veri�cada em tempo polinomial.

� co-NP { classedosproblemaspara osquaisuma resposta
N~AOpode ser veri�cada em tempo polinomial.

2. Classesde complexidaderelacionadasa algoritmos randomiza-
dos:

� RP (randomized polynomial time) { classedos problemas
para osquaisexistealgoritmo randomizadopolinomial que
respondeSIMcom probabilidade maior ou igual a 1/2 caso
a resposta correta sejaSIMe responde N~AOcom probabili-
dade1 casoa resposta correta sejaN~AO13. Em outras pala-

13 O valor 1/2 foi de�nido arbitrariamen te.
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28 [CAP. 1: RANDOMIZADOS?

vras, �e a classedos problemaspara os quais h�a algoritmo
de Monte Carlo baseado-no-sim.

� co-RP { analogamente, �e a classedos problemas para
osquais existe algoritmo randomizadopolinomial que res-
ponde N~AOcom probabilidade maior ou igual a 1/2 casoa
resposta correta sejaN~AOe respondeSIMcom probabilida-
de 1 casoa resposta correta sejaSIM. Em outras palavras,
�e a classedos problemas para os quais h�a algoritmo de
Monte Carlo baseado-no-n~ao.

� ZPP (zero-error probabilistic polynomial time) { classe
dosproblemaspara osquais h�a algoritmo randomizadode
Las Vegasde tempo esperado polinomial14.

� BPP (bounded-error probabilistic polynomial time) {
classedosproblemaspara os quais h�a algoritmo de Monte
Carlo de erro bilateral onde tanto a probabilidade de res-
ponder SIM dado que a resposta correta �e SIM quanto a
probabilidade de responder N~AOdado que a resposta cor-
reta �e N~AOs~ao maioresou iguais a 3=4.15

� PP (probabilistic polynomial time) { classedosproblemas
para osquaish�a algoritmo deMonte Carlo deerro bilateral
onde tanto a probabilidade de responder SIM dado que a
respostacorreta �eSIMquanto a probabilidade deresponder
N~AOdadoquea resposta correta �eN~AOs~aomaioresque1/2.

Por de�ni�c~ao, a classeBPP est�a contida na classePP . A
diferen�ca fundamental entre os problemas em BPP e os em
PP nBPP �e o n�umero de repeti�c~oesdo algoritmo randomizado
necess�arias para que a probabilidade de erro sejamenor do que
" > 0: para os primeiros, um n�umero polinomial (no tama-
nho da entrada) de repeti�c~oes;para os �ultimos, apenascom um
n�umero exponencial delas�e poss��vel chegar-seao erro " .

14 O algoritmo de Las Vegas da �gura 1.3 funciona como prova de que
(RP \ co-RP ) � ZPP . Como, evidentemente, ZPP � (RP \ co-RP ), temos
ZPP = RP \ co-RP .

15 Novamente, o valor 3=4 foi aqui escolhido arbitrariamen te; �e su�cien te que o
limite inferior para as probabilidades em quest~ao seja igual a 1=2 + 1=� , onde �
�e um polin ômio qualquer no tamanho da entrada do problema.
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1.5 Exerc ��cios

1. Considereuma seq•uência de n lan�camentos de uma moeda ho-
nesta. Seja H i o valor da diferen�ca entre o n�umero de ca-
ras e o n�umero de coroas que foram obtidos nos primeiros i
lan�camentos, e seja H = maxi H i . Mostre que E[H i ] = �(

p
i )

e que E[H ] = �(
p

n).

2. Certo exame de sangue pode ser entendido como um algo-
ritmo de Monte Carlo baseado-no-simque, com probabilidade
p � 95%, diagnostica determinada doen�ca X caso o dono do
sangueexaminado de fato a possua. Uma epidemia de X fez
com que um ter�co dos habitantes de uma cidade estivessecom
aquela doen�ca, cujo tratamento �e, no entanto, muito penosoe
n~ao deve ser administrado a pessoass~as. Quantas vezesaquele
exame precisar�a ser repetido at�e que possaser avaliada como
\desprez��vel" (menor do que 1%) a chancede que uma pessoa
daquelacidade apresente a doen�ca X?

3. Sejao mesmoexamede sanguedo exerc��cio 2. N~ao h�a epidemia
alguma, desta vez. Um m�edico experiente, por�em, baseadonos
diversossintomas cl��nicos apresentados por um paciente seu,
avalia em 80% a probabilidade de que aquele paciente tenha
a doen�ca X. O exame que se segue,no entanto, n~ao revela a
exist̂encia da doen�ca. Como aquelem�edico deve reavaliar sua
con�an�ca inicial de que seupaciente �e um doente de X?

4. Seja um algoritmo de Monte Carlo de erro bilateral para um
problema da classePP . Mostre que um n�umero polinomial de
repeti�c~oesindependentes do algoritmo podem n~ao ser su�cien-
tes para reduzir a probabilidade de erro para 1=4. (Considere
a taxa de erro como sendo1=2 � 1=2n .)

5. Seja t o n�umero de veri�ca�c~oes realizadas pelo algoritmo de
Las Vegas proposto para a busca de elemento em lista com
repeti�c~oes da se�c~ao 1.3.2. Use as desigualdadesde Markov e
Chebyshevpara obter majorantes para a probabilidade de quet
seja:
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(a) maior do que uma constante k;

(b) da ordem do tamanho da entrada, ou seja,maior ou igual
a cn, para uma constante c.

1.6 Notas bibliogr �a�cas

O livro de Cormen, Leiserson,Rivest e Stein [11] �e largamente ado-
tado nos cursosde gradua�c~ao em estruturas de dados e algoritmos,
e cont�em n~ao s�o um bom cap��tulo com as ferramentas de proba-
bilidade para algoritmos randomizados, como tamb�em se�c~oes onde
discute aplica�c~oes como Quick Sort (que ser�a visto na se�c~ao 2.2.1)
e o algoritmo de Rabin para primalidade (discutido na se�c~ao 3.9).
Uma refer̂encia tamb�em geral, mais recente, �e o livro de Kleinberg e
Tardos [32], que cont�em um cap��tulo dedicadoa algoritmos randomi-
zados.

O livro cl�assicopara o estudo de algoritmos randomizados �e o
de Motwani e Raghavan [41]. Mais recentemente, foi lan�cado o livro
de Mitzenmacher e Upfal [39], que consideramosmais indicado para
uma intro du�c~ao ao assunto e que cont�em excelente cap��tulo sobre
desigualdadesde cauda e limites de Cherno�.

Uma intro du�c~ao em português �e o livro de Martinhon [35], in-
cluindo uma boa apresenta�c~ao das classesde complexidade a que
pertencem os problemas que podem ser resolvidos por algoritmos
randomizados,bem como demonstra�c~oesdetalhadas das rela�c~oesde
pertin ência e igualdade entre as diferentes classes.
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Cap��tulo 2

Paradigmas
combinat�orios e
an�alise probabil ��stica

Na solu�c~ao de problemascombinat�orios, em geral, e em particular no
estudo de algoritmos randomizados, �e comum nos depararmoscom
novas situa�c~oes, modelos probabil��sticos ou experimentos aleat�orios
que nos remetem a outros j�a vistos ou analisados anteriormente.
Quando estudamos as vari�aveis aleat�orias, por exemplo, e atenta-
mos�asdistribui�c~oesprobabil��sticasmais comuns (Bernoulli, binomial
etc.), o que fazemos�e preparar um certo repert�orio de paradigmas,
um arcabou�co de ferramentas b�asicasque ser�a, quando prop��cio, evo-
cado. Evitamos, assim,dispendermuito tempo ou energiaanalisando
id�eiasb�asicasem detrimento do 
uxo de racioc��nio demandadopelo
problema espec���co que seest�a a discutir.

Veremos, agora, alguns paradigmas combinat�orios que s~ao bas-
tante recorrentes nas an�alisesde algoritmos randomizados: o modelo
de bolas-e-latas,na se�c~ao 2.1.1, com a discuss~ao do paradoxo do ani-
vers�ario; e o paradigma do colecionadorde cupons, na se�c~ao 2.1.2.

A segundaparte destecap��tulo apresenta, na se�c~ao 2.2, a an�alise
probabil��stica de algoritmos, forma interessante de se avaliar a per-
formancem�edia de algoritmos a partir de certas hip�otesesa respeito

31
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32 [CAP. 2: PARADIGMAS COMBINAT �ORIOS E AN �ALISE PROBABIL�ISTICA

das instânciasde entrada que s~ao a elessubmetidas.

2.1 Paradigmas combinat�orios

2.1.1 O mo delo de bolas-e-latas

Seja a seguinte situa�c~ao: existem m objetos indisting •u��veis (bolas),
cada qual a ser associado aleatoriamente a um de n objetos distintos
(latas). Essecen�ario t~ao simples,convenientemente chamadomodelo
de bolas-e-latas, encontra aplica�c~ao em um sem-n�umero de problemas
reais. A id�eia �e: cadabola ser�a colocadacom a mesmaprobabilidade
1=n em qualquer das latas.

As quest~oes que se pretende responder s~ao, em geral, do tip o:
quantas latas permanecemvazias?,qual o n�umero esperado de latas
com mais do que k bolas?, quantas bolas se deve distribuir at�e que
seja mais prov�avel haver do que n~ao haver alguma lata com mais do
que uma bola?, qual o n�umero de bolas na lata mais cheia? etc.

O parado xo do aniv ers�ario

O caso particular em que o n�umero de latas �e igual a 365 remete-
nosao famoso\paradoxo do anivers�ario", que, de paradoxo, n~ao tem
nada | exceto o fato de serem as probabilidades envolvidas algo
contra-in tuitiv as para a maioria das pessoas.

H�a 23 pessoasnum campo de futebol, durante uma partida (onze
jogadoresem cada time, mais o juiz). Qual a probabilidade de que
haja duas pessoasquaisquer naquele grupo aniversariando exata-
mente no mesmo dia do ano? Para veri�car a contra-in tuitividade
da resposta correta, normalmente o proponente do \paradoxo" n~ao
exigeo c�alculo exato da probabilidade em quest~ao, mas apenasuma
estimativa, a que o desprevinido interpelado costuma responder algo
como \baixa" ou \m uito baixa". Na verdade,a probabilidade exata
�e de 50;72972343%,sendo,portanto, mais prov�avel haver do que n~ao
haver algum dia do anocommaisdeum aniversariante dentre aquelas
23 pessoas1.

1Com menos do que 23 pessoas,a probabilidade de haver anivers�arios coinci-
dentes �e menor do que 50%.
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Numa situa�c~ao mais geral do modelo de bolas-e-latascom n latas
e m bolas, pode-secalcular a probabilidade de n~ao haver qualquer
lata com mais do que uma bola raciocinando em cima do seguinte
experimento: sortearemosuma lata, aleat�oria e uniformemente, para
colocar cada uma das bolas, uma por vez. Seja A i (i = 1; : : : ; m) o
evento em quea i -�esimabola n~ao �e colocadanuma lata que j�a possua
alguma bola. A probabilidade p que buscamos�e

p = Pr

"
m\

i =1

A i

#

=
mY

i =1

Pr

2

4A i j
\

j <i

A j

3

5 :

O valor Pr [A i j
T

j <i A j ] �e a probabilidade de que a lata escolhida
para a i -�esimabola n~ao sejauma das latas j�a ocupadas,dado que as
i � 1 bolasanteriores foram posicionadascadaqual numa lata distinta,
sendoportanto igual a 1� (i � 1)=n. Substituindo na express~ao de p,
temos

p =
mY

i =1

�
1 �

i � 1
n

�
=

mY

i =1

n � i + 1
n

:

A probabilidade de que exista alguma lata com mais do que uma
bola �e, evidentemente, 1 � p. Resolvendo a equa�c~ao 1 � p = 1=2,
consegue-sechegar,ap�osalgumasaproxima�c~oesenvolvendoexponen-
ciais, a m �

p
2n ln 2 = O(

p
n).

O paradoxo do anivers�ario �eapenasuma dassitua�c~oesquesepode
associar ao modelo de bolas-e-latas.O valor cr��tico m = O(

p
n) como

lim��trofe dos casosem que a probabilidade de \colis~ao" �e menor ou
maior do que1=2 �e bem conhecidoe aparece,com alguma freq•uência,
em aplica�c~oesdo modelo.

A an�alise probabil��stica do algoritmo de ordena�c~ao Bucket Sort
que veremosna se�c~ao 2.2.3 assumeum modelo de bolas-e-lataspara
as poss��veis entradas do problema. O paradigma do colecionadorde
cupons, que veremosa seguir, �e mais um de seusdesdobramentos.
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2.1.2 O colecionador de cup ons

Seja o seguinte experimento: sorteia-se,aleat�oria e uniformemente,
um elemento de um conjunto D = f d1; d2; : : : ; dn g de objetos distin-
tos. Faz-seisto repetidamente, gerando uma seq•uência de vari�aveis
aleat�orias independentes X 1; X 2; : : :, cada X i indicando o ��ndice do
elemento obtido no i � �esimosorteio.

Costuma-sepensarnesteexperimento comoo de um colecionador
que adquire itens para sua cole�c~ao aleatoriamente, cada item do uni-
verso de todos os n itens do que seria a cole�c~ao completa podendo
ser adquirido com a mesmaprobabilidade 1=n a cada vez. Imagine,
por exemplo, caixas de cereal que trazem, em seu interior, cupons
numeradosde 1 a 10, um cupom por caixa.

De�ne-se a vari�avel aleat�oria Wn;k como sendoo n�umero de sor-
teios realizadosat�e que setenha obtido k itens distintos, dos n exis-
tentes. Ou seja, o n�umero de caixas de cerealque foram compradas
at�e que o colecionadortiv essek cuponsdistintos em suacole�c~ao. Em
geral, estamosinteressadosem E[Wn;k ].

Especial aten�c~ao �e dada �a vari�avel aleat�oria Wn;n , que�e o n�umero
decaixasqueo colecionadorprecisacomprar at�ecompletar suacole�c~ao
com todos os n cupons. Como sevê, o paradigma do colecionador de
cupons n~ao �e mais do queo modelo de bolas-e-latascom n latas e um
n�umero ilimitado de bolas(as caixass~ao asbolase o cupom existente
na i -�esimacaixa �e a lata que recebe a i -�esimabola). Nessecaso,es-
tamos interessadosna quantidade de bolas que deve ser distribu��da
at�e que n~ao haja mais latas vazias.

Para i = 1; 2; : : : ; n, seja Z i a quantidade de caixas de cereal
necess�arias at�e queo n�umero de cuponsdistintos possu��dos pelo cole-
cionador aumente de i � 1 para i . Ora, quando o colecionadorpossui
i � 1 cuponsdistintos, a probabilidade pi de queum cupom, adquirido
aleat�oria e uniformemente do universo de todos os n coupons, seja
um dos que ele ainda n~ao possui �e igual a 1 � (i � 1)=n. Cada Z i �e,
portanto, uma vari�avel aleat�oria geom�etrica com probabilidade de su-
cessopi , dondea esperan�cadeZ i (i = 1; : : : ; n) �eE[Z i ] = n=(n� i + 1).
Escrevendo Wn;k = Z1 + Z2 + � � � + Zk , chegamosao valor esperado

E[Wn;k ] =
kX

i =1

n
n � i + 1

:
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Para o importante casoem que k = n, temos

E[Wn;n ] =
nX

i =1

n
n � i + 1

= n
nX

i =1

1
i
:

Lembrando que o n�umero harmônico H (n) =
P n

k=1 1=k = ln n + c,
para uma constante c, chegamosao n�umero esperado E[Wn;n ] =
n ln n+ �( n) de caixasde cerealcompradasat�e quetodososn cupons
distintos tenham sido obtidos pelo colecionador.

Exemplo: map eamento de roteadores

Diversos s~ao os problemas que admitem algoritmos randomizados
cuja an�alise recai, de alguma forma, no paradigma do colecionador
de cupons: o problema dos casamentos est�aveis, o problema do ciclo
hamiltoniano em grafos aleat�orios, e muitos outros.

Uma aplica�c~ao bem simples �e aquela em que uma mensagem�e
enviada de uma origem (cliente) a um destino (servidor), numa rede
decomputadores.A mensagem�equebradaempacotesdeinforma�c~ao,
cada qual transmitido atrav�es de um caminho �xo de roteadores(o
mesmo caminho para todos os pacotes). Suponha que o servidor
precisesaber quais s~ao os roteadoresexistentes no caminho pelo qual
passoua mensagemque lhe foi enviada pelo cliente (para que, em
casode erro, por exemplo, possainvestigar poss��veis roteadoresque
estejam corrompendo a informa�c~ao).

Uma maneira simples seria, evidentemente, fazer com que cada
pacote armazenasse,em um campo espec���co de seu descritor (hea-
der), a seq•uência de roteadorespela qual passou. Ocorre que pode
n~aohaver espa�cosu�ciente, no descritor decadapacote,para guardar
a identi�ca�c~ao de todos os roteadoresdo caminho percorrido, semfa-
lar da cargaextra e redundante de informa�c~ao que sefaria transmitir
pela rede.

Uma abordagem randomizada seria: cada pacote guardaria a
identi�ca�c~ao de apenas um dos roteadores pelos quais passasse.A
escolhade qual roteador dever�a ter sua identi�ca�c~ao armazenadano
descritor de um dado pacote deve ser feita aleatoriamente, de forma
uniforme. Ou seja, para cada pacote transmitido, todos os n rote-
adoresdaquele caminho ter~ao a mesmaprobabilidade 1=n de ser o
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escolhidopara ter sua identi�ca�c~ao armazenada. Do ponto de vista
do servidor, cada pacote que chega�e como uma caixa de cerealcon-
tendo | com distribui�c~ao uniforme de probabilidade | algum dos
n cupons existentes. O n�umero esperado de pacotes que precisam
ser recebidosat�e que o servidor tenha tido conhecimento de todos os
roteadoresdaquelecaminho �e, como foi visto, n ln n + �( n).

Resta-nosresolver a quest~ao muito pr�atica de comofazerpara que
um pacoteem tr ânsito tenha a mesmaprobabilidade 1=n de armaze-
nar a identi�ca�c~ao de qualquer um dos n roteadoresque encontrar�a
pela frente. Pode mesmoser o casoem que n~ao se saiba de antem~ao
o n�umero de roteadoresdo caminho em quest~ao.

Isto pode ser resolvido usando-sea t�ecnica conhecida como re-
servoir sampling. Seja um caminho de n roteadores. Consideremos
agora um pacote que come�ca a ser transmitido. Quando passarpelo
primeiro roteador, elearmazenaa identi�ca�c~ao daqueleroteador com
probabilidade 1. Em seguida,quando passarpelo k-�esimo roteador,
decidetrocar a identi�ca�c~ao que est�a no momento armazenandopela
identi�ca�c~ao deste k-�esimo roteador com probabilidade 1=k. O que
precisamosmostrar �e que, dessaforma, garantimos distribui�c~ao uni-
forme de probabilidade entre os roteadores2, ou seja, mostrar que,
para k = 1; : : : ; n, a probabilidade de que o k-�esimo roteador seja
aquele cuja identi�ca�c~ao ser�a apresentada por um pacote qualquer
ao servidor �e 1=n.

Para que o k-�esimo roteador seja o escolhido �nal, n~ao importa
qual seja o roteador armazenadono descritor do pacote em tr ânsito
no momento em que este chega ao k-�esimo roteador. Tudo o que
precisaacontecer �e que, naquelemomento, o pacote opte por tro car
a identi�ca�c~ao correntemente armazenada pela do k-�esimo (o que
ocorre com probabilidade 1=k) e que, chegando em cada roteador
que lhe est�a �a frente no caminho at�e o servidor, o pacote opte por
n~ao tro car.

SejaTk (respectivamente, Tk ) o evento em que opta-se(resp. n~ao
seopta) por tro car pela do k-�esimoroteador a identi�ca�c~ao que est�a
correntemente armazenadano descritor do pacote no momento em

2Note que, ainda que n�os saibamos que k = 1; : : : ; n, por hip�otese, o n�umero n
de roteadores n~ao precisa ser conhecido pelo pacote, j�a que apenas k tem algum
papel na decis~ao sobre tro car ou n~ao o roteador cuja identi�ca� c~ao est�a sendo
armazenada.
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que este passapelo k-�esimo roteador. O evento Fk , em que a iden-
ti�ca�c~ao do k-�esimo roteador �e a que chegaao servidor por meio de
um dado pacote, corresponde a Tk \ Tk+1 \ Tk+2 \ : : : \ Tn . Para
k = 1; : : : ; n, temos

Pr [Fk ] = Pr [Tk ]
nY

i = k+1

Pr [Ti ];

pois todas as escolhass~ao independentes. Como

Pr [Ti ] = 1 �
1
i

=
i � 1

i
;

a express~ao de Pr [Fk ] �ca

Pr [Fk ] =
1
k

�
k

k + 1
�

k + 1
k + 2

� � �
n � 2
n � 1

�
n � 1

n
;

e, ap�os os cancelamentos de numeradorese denominadoresem cas-
cata, chegamosa Pr [Fk ] = 1=n, como quer��amos demonstrar.

2.2 An �alise probabil ��stica de algoritmos

At�e agora, vimos como a presen�ca de escolhasaleat�orias faz com
que diferentes execu�c~oesde um algoritmo para uma mesmaentrada
possam levar tempos distintos ou at�e mesmo apresentar respostas
distintas. No entanto, vimos tamb�em como a presen�ca dessamesma
aleatoriedadepermite-nos conseguir algoritmos simples e e�cientes,
que s~ao assimconsideradosquando a esperan�ca da vari�avel aleat�oria
em que seconstitui seutempo de execu�c~ao �e polinomial no tamanho
da entrada.

Por outro lado, diferentes execu�c~oesde um algoritmo determin��s-
tico para uma mesmaentrada sempreresultar~ao em resposta idêntica
e ap�os exatamente o mesmon�umero de passos.Dessaforma, algorit-
mosdetermin��sticos s~ao consideradose�cientes quando executamum
n�umero polinomial de passospara a pior entrada poss��vel.

Na pr�atica, por�em,nemsempreo algoritmo maisadequado�eo que
apresenta o melhor tempo para a pior entrada poss��vel. Pode serque,
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Entrada:
S: conjunto de elementoscompar�aveis.

Sa��da:
Os elementosde S em ordem crescente.

quickSort( S):
se jSj < 2, retorne S
tome x, o primeiro elementode S, como pivô
crie duas listas S1 e S2 inicialmente vazias
para cada elementoy de S:

sey < x, coloque y em S1

sey > x, coloque y em S2

retorne quickSort( S1), x, quickSort( S2)

Figura 2.1: Algoritmo Quick Sort para ordena�c~ao.

para entradas t��picas de uma aplica�c~ao qualquer, algoritmos teorica-
mente menose�cientes tenham desempenho muito melhor! E �e jus-
tamente o conhecimento da \entrada t��pica" | ou, melhor dizendo,
das freq•uênciasde ocorrência (probabilidades) das diferentes entra-
das | que permite, em muitos casos,avaliarmos a performance de
algoritmos de forma sens��vel a um modelo probabil��stico dasposs��veis
entradas para o problema. �E o quechamamosdean�alise probabil��stica
de algoritmos (randomizadosou determin��sticos!), comoveremosnos
exemplosque seseguem.

2.2.1 Quic k Sort

Diversosalgoritmos existem para o famosoproblema da ordena�c~ao.
A entrada, cujoselementos sedesejadispor em ordem, digamos,cres-
cente, �e uma seq•uênciax1; x2; : : : ; xn de elementos compar�aveisdois-
a-dois. Podemosconsiderar,por simplicidade, queoselementos sejam
n�umerose que n~ao haja dois n�umeros iguais na seq•uência.

Um dosalgoritmos mais simplesde ordena�c~ao �e o chamadoQuick
Sort, cujo pseudo-c�odigo encontra-se na �gura 2.1.

A id�eia �e a de escolherarbitrariamente um dos n elementos da
lista (o primeiro, por exemplo) e utiliz�a-lo como o \piv ô" de uma
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estrat�egia do tip o divis~ao-e-conquista. A lista num�erica original �e
quebrada em duas sub-listas: uma contendo os elementos que s~ao
menoresdo que o pivô, outra contendo aquelesque s~ao maiores do
que o pivô. Em seguida, as sub-listas s~ao recursivamente submeti-
das �a mesmaestrat�egia de ordena�c~ao. O algoritmo retorna, ent~ao,
nestaordem, oselementos j�a ordenadosda primeira sub-lista, o pivô,
e os elementos j�a ordenadosda segundasub-lista. Note que listas
vazias ou unit�arias, por j�a se encontrarem trivialmen te ordenadas,
s~ao retornadas imediatamente, n~ao dando origem a novas chamadas
recursivas.

Um algoritmo tal como o descrito permite-nos facilmente pensar
numa entrada ruim, ou seja,uma queexija uma grandequantidade de
opera�c~oesb�asicasde compara�c~ao entre dois n�umeros. Imaginemos,
por exemplo,uma entrada j�a ordenadana forma x1 < x2 < � � � < xn .
Como o pivô �e escolhido como sendo o primeiro elemento da lista,
a primeira divis~ao em sub-listas dar�a origem a uma sub-lista vazia
(dos elementos menoresque o pivô x1) e a uma sub-lista com n � 1
elementos (aquelesmaioresdo que o pivô). Sendoassim,a chamada
recursiva ao Quick Sort para ordenar a sub-lista n~ao-vazia constituir�a
problema praticamente idêntico ao original, apenascom um elemento
a menos:o pr�oprio pivô. A ordena�c~ao da lista contendo n � 1 elemen-
tos, por sua vez, far�a com que n � 2 compara�c~oessejam executadas,
ao t�ermino dasquais, novamente, uma sub-lista vazia (dos elementos
menoresdo que o pivô x2) e uma contendo n � 2 elementos (maio-
res do que x2) ter~ao sido obtidas. E assim sucessivamente, at�e que
as chamadasrecursivas sejam interrompidas no momento em que as
compara�c~oescontra o (n � 1)-�esimopivô tenham dado origem a uma
sub-lista com apenasum elemento (al�em, �e claro, de uma sub-lista
vazia). O n�umero total de compara�c~oespara uma tal entrada3 seria,
portanto, igual a

(n � 1) + (n � 2) + � � � + 2 + 1 =
n(n � 1)

2
= O(n2):

Digamos,agora, que n�os saibamos de antem~ao que nossaentrada
3Salientamos que entradas pr�e-ordenadas n~ao s~ao as �unicas que exigem temp o

quadr�atico do algoritmo Quick Sort. Qualquer entrada em que aconte�ca de o piv ô
ser sistematicamente escolhido de forma a dividir a lista atual, a cada chamada
recursiva, em sub-listas de tamanho muito desequilibrado (uma delas de tamaho
limitado por uma constante, por exemplo), s~ao igualmente ruins.
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t��pica n~ao �e do tip o pr�e-ordenado,nem foi escolhida por qualquer
forma de advers�ario malicioso, mas seja uma seq•uência escolhida
uniforme e aleatoriamente do universo de todas as poss��veis per-
muta�c~oes de seus elementos. Qual o comportamento esperado do
Quick Sort, nessecaso? Em outras palavras, qual o n�umero m�edio
de compara�c~oesque ser~ao executadaspara entradas dessanatureza?

SejaS = x1; x2; : : : ; xn uma instância de entrada para o algoritmo
Quick Sort (obedecendoa nossohipot�etico modelo probabil��stico da
entrada) e sejaS0 = y1; y2; : : : ; yn a sa��da que o algoritmo sedisp~oea
apresentar. Ou seja, a seq•uência S0 �e exatamente a seq•uência S em
ordem crescente.

SejaX uma vari�avel aleat�oria quecorrespondeao n�umero total de
compara�c~oesefetuadas. Interessa-nosE[X ]. Como quaisqueryi e yj

s~ao comparadosno m�aximo uma �unica vez ao longo do algoritmo
(quando um deles for escolhido como pivô de uma lista que ainda
contenha o outro), podemosescrever

E[X ] = E

2

4
X

1� i<j � n

Yij

3

5 =
X

1� i<j � n

E[Yij ];

onde Yij �e um indicador de Bernoulli que assumevalor 1 quando os
n�umeros yi e yj s~ao comparadosdurante a execu�c~ao do Quick Sort
para aquelaentrada. A segundaigualdade�e poss��vel pela linearidade
da esperan�ca.

Uma vez que o valor esperado de uma vari�avel aleat�oria de Ber-
noulli �e igual �a probabilidade de que ela assumavalor 1, s�o o que
precisamossaber �e a probabilidade pij de que yi e yj (i < j ) sejam
comparadosao longo da execu�c~ao do algoritmo. Esta probabilidade
�e igual �a probabilidade de n~ao haver, na seq•uência S, qualquer ele-
mento do conjunto f yi +1 ; yi +2 ; : : : ; yj � 2; yj � 1g aparecendo�a esquerda
de ambos yi e yj (de forma que algum elemento maior que yi e me-
nor que yj seria escolhido como pivô antes que yi ou yj o fossem,
separando-osem sub-listas distintas). Em outras palavras, interessa-
nos a probabilidade de que yi ou yj sejao elemento mais �a esquerda,
em S, dentre aquelesdo conjunto f yi ; yi +1 ; : : : ; yj � 1; yj g. Como, por
hip�otese,a entrada foi escolhidaaleat�oria e uniformemente de todas
as permuta�c~oes poss��veis dos elementos de S0, todos os elementos
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entre yi e yj (ambos inclu��dos) em S0 t êm a mesmachance de ser,
dentre eles,o elemento mais �a esquerdaem S. Conseq•uentemente,

pij =
2

j � i + 1
;

resolvendo nossosomat�orio:

E[X ] =
X

1� i<j � n

2
j � i + 1

= 1 +
2
3

+
2
4

+ � � � +
2

n � 2
+

2
n � 1

+
2
n

+1 +
2
3

+
2
4

+ � � � +
2

n � 2
+

2
n � 1

+1 +
2
3

+
2
4

+ � � � +
2

n � 2
+ � � �

+1 +
2
3

+1 :

Ao re-escrevermos o somat�orio original reagrupando as parcelas
iguais (que formam as colunasdo desenvolvimento acima), obtemos

E[X ] =
nX

k=2

(n � k + 1)
2
k

= (n + 1)
nX

k=2

2
k

� 2(n � 1)

= (2n + 2)
nX

k=1

1
k

� 4n:

Como j�a o lembramosna se�c~ao2.1.2,H (n) =
P n

k=1 1=k = ln n+ c,
para uma constante c. Sendo assim, obtemos, �nalmen te, E[X ] =
2n ln n + cn = O(n logn).

Como pudemosver, portanto, por meio da an�alise probabil��stica,
o tempo m�edio do Quick Sort para entradas obtidas do modelo con-
siderado�e t~ao bom quanto O(n logn).
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Entrada:
S: conjunto de elementoscompar�aveis.

Sa��da:
Os elementosde S em ordem crescente.

quickSortRandomizado(S):
escolha,aleat�oria e uniformemente,uma permuta�c~ao de S
retorne quickSort( S)

Figura 2.2: Algoritmo Quick Sort Randomizadopara ordena�c~ao.

2.2.2 Quic k Sort Randomizado

Na an�alisequeacabamosdever, estivemosdiante dealgoritmo perfei-
tamente determin��stico. A aleatoriedadedo experimento esteve pre-
sente no momento da escolhada entrada do problema, e n~ao durante
a execu�c~ao do algoritmo. H�a casos,por�em, em que podemosinserir a
aleatoriedadedentro do pr�oprio algoritmo, na forma de uma pequena
etapa de pr�e-processamento. Procedendoassim, a boa performance
do algoritmo deixa de depender de um modelo pr�e-estabelecidopara
as entradas que lhe s~ao submetidas, como que for�cando-as interna-
mente a conformarem com a distribui�c~ao probabil��stica do modelo
desejado.

Um exemplo muito simples�e o do pr�oprio algoritmo Quick Sort,
que pode ser facilmente transformado num Quick Sort Randomizado,
como esbo�cado na �gura 2.2.

Sendoidênticas asan�alisesnosdoiscasos,pode-sever queo tempo
esperadodo Quick Sort Randomizadopara uma entradaqualquerser�a
o mesmoO(n logn) que tem o Quick Sort determin��stico para uma
entrada obtida aleat�oria e uniformemente do universo de todas as
permuta�c~oesde seuselementos4.

4Uma vers~ao bem conhecida do Quick Sort Randomizado �e aquela em que n~ao
h�a pr�e-processamento algum da entrada, mas o pivô �e escolhido aleatoriamen te,
a cada passo, entre todos os elementos da lista. �E f�acil ver que o temp o esperado
das duas vers~oes randomizadas do algoritmo �e absolutamente o mesmo.
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A inser�c~ao do pr�e-processamentoda entrada para trans-
formar algoritmos determin��sticos em algoritmos rando-
mizadoscom bom tempo esperado nem sempre �e poss��vel.

2.2.3 Buc ket Sort

Damos agora um segundoexemplo de algoritmo determin��stico para
o problemada ordena�c~ao. O algoritmo �e o chamadoBucket Sort, que,
dada uma certa distribui�c~ao probabil��stica das instânciasde entrada,
roda em tempo linear O(n), quebrando portanto o conhecidolimite
inferior O(n logn) para ordena�c~oesbaseadasem compara�c~ao.

O modelo probabil��stico da entrada que assumimosaqui �e aquele
em que uma entrada �e formada por n = 2m n�umeros, que se deseja
ordenar, e cada n�umero foi escolhidoaleat�oria e uniformemente do
intervalo [0; 2k [, onde k > m.

O algoritmo Bucket Sort funciona em duas etapas: na primeira,
cada um dos n n�umerosque sedesejaordenar �e colocado em uma de
n listas, ou buckets. Os bucketss~ao rotulados de 0 a n � 1 em bin�ario,
ou seja, \000 : : : 000", \000 : : : 001", \000 : : : 010", \000 : : : 011", . . . ,
\111 : : : 111", onde o n�umero de d��gitos �e igual a m. Cada bucket �
conter�a oselementos da entrada que,serepresentados comonumerais
de k d��gitos bin�arios, apresentam seusm primeiros d��gitos correspon-
dendo ao r�otulo de � .

Por exemplo, suponha que tenhamos n = 8 n�umeros para orde-
nar, escolhidosaleat�oria e uniformemente do intervalo [0; 128[, por
exemplo5: 126; 7; 2; 39; 70; 91; 120 e 66. Ser~ao criados 8 bucketscon-
forme indicado abaixo juntamente com os elementos da entrada que
ser~ao a cada qual atribu��dos:

\000": 7 (0000111), 2 (0000010)
\001": vazio
\010": 39 (0100111)
\011": vazio
\100": 70 (1000110), 66 (1000010)
\101": 91 (1011011)
\110": vazio
\111": 126 (1111110), 120 (1111000)

5Neste exemplo, m = 3; k = 7.
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Assumindoquecadaelemento pode serposicionadono seudevido
bucket em tempo constante, a primeira etapa roda em tempo O(n).

Na segunda etapa, cada bucket �e ordenado usando, para isso,
qualquer algoritmo de ordena�c~ao de tempo quadr�atico (Quick Sort,
por exemplo). Finalmente, concatena-seas listas correspondentes a
cada um dos bucketsj�a ordenados,e isto �e tudo. Queremosmostrar
que o tempo esperado da segundaetapa �e tamb�em O(n).

SejaX j o n�umero de elementos da entrada que caemno bucket j .
Dado o modelo probabil��stico da entrada que assumimos,cada ele-
mento tem probabilidade idêntica de pertencer a qualquer um dos n
buckets| e, portanto, igual a 1=n. Note o leitor que estamosexata-
mente diante do modelo de bolas-e-latas(vide se�c~ao 2.1.1), onde os
bucketss~ao as latas e os n�umerosque sedesejaordenar s~ao as bolas.
Sendoassim,X j �e uma vari�avel aleat�oria binomial B (n; 1=n).

Para ordenar os X j elementos do j -�esimo bucket, um algoritmo
de ordena�c~ao de tempo quadr�atico levar�a tempo c(X j )2 para alguma
constante c e, dessaforma, o valor esperadopara o tempo total X da
segundaetapa do Bucket Sort ser�a dado por:

E[X ] = E

2

4
nX

j =1

c(X j )2

3

5 = cnE[X 2
1 ];

onde usamos a linearidade da esperan�ca e o fato de que todas as
vari�aveis X j t êm idêntica distribui�c~ao de probabilidade.

J�a vimos, na se�c~ao 1.2.3, que, para uma vari�avel aleat�oria X com
distribui�c~ao binomial B (n; p), temosE[X 2] = n(n � 1)p2 + np. Como
todas as nossasX j e, em particular, X 1, s~ao binomiais B (n; 1=n),
temos E[X 2

1 ] = 2 � 1=n < 2 e, portanto, o tempo esperado de toda a
segundaetapa �e no m�aximo 2cn.

Conseq•uentemente, o algoritmo Bucket Sort roda emtempo linear
O(n) para entradas do modelo probabil��stico considerado.

2.3 Exerc ��cios

1. Suponha uniforme a distribui�c~ao de nascimentos entre os sete
dias da semana.
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(a) Qual o tamanho m��nimo de um grupo de pessoasescolhi-
dasaleatoriamente para quehaja pelomenosduaspessoas,
naquelegrupo, nascidasnum mesmodia da semanacom
probabilidade p = 1?

(b) Qual o tamanho m��nimo de um grupo de pessoasescolhi-
dasaleatoriamente para quehaja pelomenosduaspessoas,
naquelegrupo, nascidasnum mesmodia da semanacom
probabilidade p � 1=2?

2. Um dado honesto �e lan�cado repetidamente at�e que todos os
seisresultados poss��veis tenham sido obtidos. Avalie a proba-
bilidade de que o n�umero de lan�camentos sejamaior ou igual a
10.

3. Suponhaum sistemadecomputa�c~aodistribu��da no qual proces-
sosdisputem a utiliza�c~ao de recursosmas desistam,temporari-
amente, em face de con
itos com outros processos.O seguinte
modelo de bolas-e-latas| em queasbolass~ao osprocessose as
latas s~aoosrecursosemdisputa | descreveo funcionamento do
sistema: a cada rodada, bolas s~ao atiradas independentemente,
e de forma aleat�oria e uniforme, nas n latas existentes. Bolas
que, ap�os todas terem sido distribu��das, estejamlocalizadasso-
zinhas numa lata ser~ao imediatamente atendidas (o recurso �e
concedidoao processoque o requisita) e tiradas do conjunto de
bolas sob considera�c~ao. As demaisbolas ser~ao distribu��das no-
vamente na rodada seguinte. Este procedimento continua at�e
que n~ao haja mais bolas (isto �e, at�e que todos os processos
tenham sido atendidos).

(a) Se h�a b bolas no in��cio de uma rodada, qual o n�umero
esperado de bolas no in��cio da rodada seguinte?

(b) Suponha que, a cadarodada, o n�umero de processosaten-
didossejaexatamente o valor esperadodo n�umerodebolas
que n~ao compartilham sua lata com nenhuma outra. Mos-
tre que um n�umero inicial de n bolas �e totalmente servido
em O(log logn) rodadas.

(Dica: se x j �e o n�umero esperado de bolas ap�os j rodadas,
demonstree useo fato de que x j +1 � x2

j =n.)
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Entrada:
Um conjunto S de elementoscompar�aveise um inteiro k.

Sa��da:
O k-�esimoelementode S.

sele�c~ao(S; k):
se jSj = 1, retorne o �unico elementode S
tome x, o primeiro elementode S, como pivô
crie duas listas S1 e S2 inicialmente vazias
para cada elementoy de S:

sey < x, coloque y em S1

sey > x, coloque y em S2

sek � jS1 j, retorne sele�c~ao(S1 ; k)
sek � 1 = jS1 j, retorne x
sen~ao retorne sele�c~ao(S2 ; k � 1 � jS1 j)

Figura 2.3: Algoritmo para sele�c~ao do k-�esimoelemento.

4. Dados um conjunto S e um inteiro k, de�nimos o k-�esimoele-
mento de S como o elemento na k-�esima posi�c~ao da lista que
cont�em os elementos de S em ordem crescente. �E poss��vel de-
terminar o k-�esimoelemento de S em tempo O(n logn) usando
ordena�c~ao. Analise o tempo m�edio do algoritmo da �gura 2.3,
que determina o k-�esimo elemento sem entretanto ordenar S.
(Considereque S �e escolhidoaleat�oria e uniformemente do uni-
versode todas as poss��veis permuta�c~oesde seuselementos.)

5. Seja x1; x2; : : : ; xn uma lista de n n�umeros distintos. Dizemos
que x i e x j est~ao invertidos se i < j mas ai > aj . O algoritmo
de ordena�c~ao conhecidocomo Bubble Sort tro ca a posi�c~ao de
dois n�umeros vizinhos na lista que estejam invertidos, at�e que
n~ao haja mais vizinhos invertidos | quandoent~ao a lista estar�a
ordenada. Suponha que a entrada do algoritmo Bubble Sort �e
uma permuta�c~ao escolhidaaleat�oria e uniformemente de todas
as poss��veis permuta�c~oesde um conjunto de n n�umerosdistin-
tos. Determine o n�umero esperado de invers~oesrealizadaspelo
algoritmo para ordenar os elementos daquelaentrada.
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2.4 Notas bibliogr �a�cas

A lista de aplica�c~oesdo modelo de bolas-e-latas�e extensa. Alguns
exemplosrecentes o leitor encontrar�a nosartigos deEdmondsePruhs
[17] e de Strumpen e Krishnamurthy [51]. Uma aplica�c~ao importante
�e o estudo dos grafos aleat�orios, em especial aquelesdo largamente
utilizado modelo Gn;M , onde cada poss��vel grafo com n v�ertices e
M arestastem a mesmaprobabilidade de ser obtido do experimento
aleat�orio que os gera6. Grafos aleat�orios foram de�nidos por Erd}os
e R�enyi em 1959 [18], sendo hoje o livro de Bollob�as [3] uma das
melhoresrefer̂enciasno tema.

O paradigma do colecionador de cupons �e tamb�em largamente
empregadoe apareceem algoritmos randomizadospara uma s�erie de
problemas cl�assicos.Bons exemploss~ao o problema dos casamentos
est�aveis [24, 28], para o qual o leitor encontra algoritmo de Las Vegas
sendodiscutido no livro de Motwani e Raghavan [41], e o problema
da pagina�c~ao, com um belo algoritmo randomizadoproposto por Fiat
et al. [21].

O problema do ciclo hamiltoniano em grafosaleat�orios [9, 10] n~ao
apenasadmite algoritmo randomizadoe�ciente (baseadono paradig-
ma do colecionadorde cupons) como�e tamb�em exemplobastante re-
presentativo da t�ecnicada an�aliseprobabil��stica de algoritmos, como
�e apresentado bastante didaticamente por Mitzenmacher e Upfal [39].

Vasta �e a literatura sobrealgoritmos de ordena�c~ao (como osalgo-
ritmos Quick Sort e Bucket Sort apresentados nestecap��tulo). Uma
boa refer̂encia �e o terceiro volume do c�elebretrabalho de Knuth [33].
Para algoritmos randomizadosno tema, publica�c~ao recente �e o artigo
de Dean [16].

6O modelo Gn;p �e tamb�em muito conhecido, e �e aquele em que grafos aleat�orios
de n v�ertices s~ao obtidos adicionando-se cada poss��vel aresta entre dois de seus
v�ertices com probabilidade p.
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Cap��tulo 3

Primalidade

O primeiro sistemadecriptogra�a comchave p�ublica foi desenvolvido
por Rivest, Shamir e Adleman [48] e �e hoje largamente utilizado para
garantir a seguran�ca e a privacidadena tro ca de informa�c~oesatrav�es
da redemundial de computadores. O RSA, assimchamadodevido �as
iniciais deseuscriadores,atinge seusobjetivosporque�e relativamente
f�acil encontrar n�umeros primos grandese �e praticamente imposs��vel
fatorar o produto de dois destesn�umeros1. Neste cap��tulo, apresen-
tamos um algoritmo randomizado, desenvolvido por Rabin [45], que
decide em tempo polinomial se determinado n�umero �e primo. Este
algoritmo �e muito empregado,na pr�atica, para a importante tarefa
de se localizar primos grandes.

Em 2002, uma descoberta matem�atica foi noticiada na primeira
p�agina dos principais jornais do mundo. Agrawal, Kayal e Saxena
obtiveram um algoritmo polinomial, batizado AKS, para decidir a
primalidade de um inteiro [1]. Foge ao escopo deste texto, no en-
tanto, a an�alisedo determin��stico AKS. Al �em disso,para todosos�ns
pr�aticos, o algoritmo randomizado de Rabin lhe �e superior. Em pri-
meiro lugar, suamecânica | bemcomoa matem�atica necess�aria para

1Shor [50] desenvolveu um algoritmo quântico r�apido para fatora�c~ao. Contudo,
para ser executado, o computador quântico necessitaria de pelo menos tantos q-
bits (bits quânticos) quanto o n�umero de d��gitos na base 2 do n�umero a ser
fatorado | a constru�c~ao de tal computador est�a absolutamente fora de nosso
alcance, na atual fase do conhecimento humano.

49
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justi�c� a-la | �e bem menoscomplexa que a demandadapelo AKS.
Em segundo,o algoritmo deRabin tem custoO(log2 n(log logn)O(1) ),
enquanto o custo do AKS �e O(log6 n(log logn)O(1) ). Mais uma vez,
portanto, sai-semelhor o algoritmo randomizado em simplicidade e
e�ci ência.

Veremos,das se�c~oes3.1 a 3.8, conte�udo matem�atico b�asico para
o entendimento do algoritmo de Rabin. Na se�c~ao 3.1, de�nimos o-
pera�c~oesde adi�c~ao e multiplica�c~ao em Zn . O algoritmo de Euclides
para o c�alculo do maior divisor comum de dois inteiros �e descrito e
analisadona se�c~ao 3.2. Uma aplica�c~ao destealgoritmo �e encontrada
na se�c~ao 3.3, ao recordarmoso TeoremaFundamental da Aritm �etica.
Na se�c~ao3.4, estabelecemoso PequenoTeoremadeFermat comouma
conseq•uência do Teoremade Euler e estudamosuma de suasvarian-
tes, central para a descri�c~ao do algoritmo de Rabin. Na se�c~ao 3.5,
abordamoso TeoremaChinêsdo Resto. Na se�c~ao 3.6, mostramosque
qualquer elemento invers��vel de Zn �e potência de um elemento �xo
quando n �e primo ou o quadrado de um primo. Na se�c~ao 3.7, de�-
nimos quando um natural n �e pseudoprimocom respeito a uma base
e calculamosa probabilidade disto ocorrer quando n �e composto. O
custo dasopera�c~oesaritm �eticasusuais�e analisadona se�c~ao 3.8, onde
�e tamb�em apresentado um algoritmo e�ciente para o c�alculo da ex-
ponencia�c~ao em Zn . Finalmente, na se�c~ao 3.9, intro duzimos a p�erola
destecap��tulo: o algoritmo randomizadodeRabin para decidir prima-
lidade. A se�c~ao3.10fecha o cap��tulo comuma exposi�c~aodo algoritmo
RSA para criptogra�a, pretendendojusti�car o enormeinteresseque
h�a em torno de algoritmos e�cientes para encontrar n�umerosprimos
grandes.

3.1 Aritm �etica mo dular

Dado um n�umero natural n, denotamospor [n] o conjunto dosposs��-
veis restos de uma divis~ao por n, isto �e, [n] = f 0; 1; 2; : : : ; n � 1g.
Claramente, [n] n~ao �e fechado com rela�c~ao �as opera�c~oes usuais de
adi�c~ao e multiplica�c~ao: quando efetuamosuma destasopera�c~oesem
dois elementos de [n], o resultado pode n~ao estar em [n]. Este pro-
blema pode ser contornado de�nindo-se novas opera�c~oesde adi�c~ao e
multiplica�c~ao nesteconjunto: o resultado destasnovasopera�c~oesser�a
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o resto da divis~ao por n do resultado obtido quando estasopera�c~oes
s~ao realizadas normalmente em Zn . Formalmente, para a;b 2 [n],
de�nimos

a � b = res(a + b;n)

a 
 b = res(ab;n);

onderes(x; n) denota o resto da divis~ao do inteiro x por n. A aritm �e-
tica modular estabeleceoutro enfoque para a de�ni�c~ao e a aplica�c~ao
destas opera�c~oes, dando origem a demonstra�c~oes elegantes e elimi-
nando v�arios problemast�ecnicos.

Para um inteiro a, considereo seguinte subconjunto de Z:

a = f b 2 Z : res(a;n) = res(b;n)g:

Quando b 2 a, temos que a = b, pois a e b deixam o mesmoresto
quando divididos por n. Portanto, dois conjuntos pertencentes a
f a : a 2 Zg s~ao iguais ou disjuntos. Isto �e, f a : a 2 Zg �e uma
parti�c~ao de Z que ser�a denotada por Zn . Ser for o resto da divis~ao
de a por n, ent~ao a = r . Conseq•uentemente,

Zn = f 0; 1; 2; : : : ; n � 1g:

Para a 6= b 2 [n], temos que a 6= b. Logo, Zn possui exatamente
n elementos. Mais ainda, a fun�c~ao de [n] em Zn que leva a em a �e
uma bije�c~ao entre estesconjuntos. Isto �e, os elementos de [n] e Zn

possuemuma identi�ca�c~ao natural.
A adi�c~ao de dois elementos a;b 2 Zn , denotada por a + b e re-

sultando em a + b, �e bem de�nida. Isto �e, se a = a0 e b = b0, temos
a + b = a0+ b0, pois

(a + b) � (a0+ b0) = (a � a0) + (b� b0)

�e divis��vel por n | uma vez que a � a0 e b� b0 o s~ao. A adi�c~ao em
Zn possuias propriedadesusuais:

Prop osi�c~ao 3.1.1. A opera�c~ao de adi�c~ao em Zn �e associativa, co-
mutativa, possui elementoneutro e tem inverso aditivo.
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Demonstra�c~ao. Observeque0 �eo elemento neutro deZn , poisa+ 0 =
a + 0 = a, para qualquer inteiro a. Como a + � a = a + (� a) = 0,
temos que � a �e o inverso aditiv o de a. Por de�ni�c~ao, para inteiros
a;b e c, temos:

a+ (b+ c) = a+ b+ c= a + (b+ c) = (a + b) + c= a + b+ c= (a+ b) + c;

provando a associatividade. (A terceira igualdadesegueda associati-
vidade para a adi�c~ao nos inteiros.) A comutatividade �e mostrada de
maneira similar.

A opera�c~ao de multiplica�c~ao em Zn �e de�nida de forma an�aloga,
isto �e, quando a;b 2 Zn , o produto de a com b, denotado por ab,
resulta em ab. Esta opera�c~ao tamb�em est�a bem de�nida, ou seja,
quando a = a0 e b = b0,

ab� a0b0 = ab� ab0+ ab0 � a0b0 = a(b� b0) + b0(a � a0)

�e divis��vel por n porqueb� b0 e a� a0 o s~ao. Logo, ab= a0b0. Tamb�em
de maneira an�aloga �a adi�c~ao, temos que:

Prop osi�c~ao 3.1.2. A opera�c~ao demultiplica�c~ao em Zn �e associativa,
comutativa e possui elementoneutro.

Note que, quando a e b pertencemao conjunto [n],

a + b = a � b e ab = a 
 b:

Isto �e, as opera�c~oes de�nidas em Zn coincidem com as opera�c~oes
de�nidas para [n] (quando fazemosa identi�ca�c~ao natural entre estes
conjuntos).

As proposi�c~oes 3.1.1 e 3.1.2 estabelecem propriedades naturais
para as opera�c~oesde adi�c~ao e multiplica�c~ao em Zn . Contudo, o ines-
perado pode ocorrer quando operamosnesteconjunto. Por exemplo,
quando n = 14, temos que

2 � 7 = 14 = 0:

Isto �e, o produto de dois elementos diferentes de 0 pode ser igual a 0.
(Lembre-sequeisto tamb�em ocorre com a multiplica�c~ao de matrizes.)
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Dizemosquea �e divisor de zero em Zn quandoa 6= 0 e existeb em Zn

tal que b 6= 0 e ab = 0.
Para descrevermososdivisoresde zeroem Zn , precisamosde uma

de�ni�c~ao. Sejam a e b inteiros, com a ou b diferente de 0. O maior
divisor comum de a e b, denotadopor (a;b), �e o maior n�umero natural
que divide simultaneamente a e b. Quando (a;b) = 1, dizemosque a
e b s~ao relativamente primos (ou primos entre si).

Se a �e um inteiro satisfazendod = (a;n), ent~ao, por de�ni�c~ao,
existem inteiros a0 e n0 tais que a = da0 e n = dn0. Portanto,

an0 = an0 = a0dn0 = a0n = 0:

Conseq•uentemente, a �e divisor de zero quando a 6= 0 e d > 1.
Dizemos que um elemento a de Zn �e invers��vel quando existe

b em Zn tal que ab = 1. (Isto �e, a possui inverso multiplicativ o
e pode-se \dividir por a " em Zn .) Um elemento a n~ao pode ser
simultaneamente invers��vel e divisor de zero em Zn . De fato, caso
a seja invers��vel em Zn , existe elemento b de Zn tal que ab = 1.
Portanto, quando ac = 0 temos:

0 = b0 = b(ac) = (ba)c = 1c = c

e a n~ao �e divisor de zero em Zn .
Na pr�oxima se�c~ao, mostraremosque todo elemento de Zn que �e

diferente de 0 ou �e um divisor de zero ou �e invers��vel.
Caso a possuaum inverso b em Zn , este inverso �e �unico. Su-

ponha que b0 seja tamb�em um inverso de a em Zn . Por de�ni�c~ao,
ab = 1. Multiplicando ambos os lados desta identidade por b0, temos
(ab)b0 = b0. Utilizando associatividade e comutatividade da mul-
tiplica�c~ao em Zn , reescrevemos esta identidade como b(ab0) = b0.
Conseq•uentemente b = b0 e da�� b �e �unico.

3.2 Maior divisor comum

Sejam a e b inteiros tais que a 6= 0 ou b 6= 0. Relembraremos o
algoritmo de Euclides para encontrar o maior divisor comum de a
e b, que foi denotado por (a;b). Como

(a;b) = (b;a) e (a;b) = (jaj; jbj);
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n~ao perdemosgeneralidadeao assumirmosque a � b � 0. Seb = 0,
ent~ao (a;b) = a. Portanto, vamossupor que b 6= 0. Iremos construir
recursivamente duas seq•uências, uma de restos e outra de quocien-
tes, a saber: r 0; r 1; : : : ; r k ; r k+1 e q1; : : : ; qk . Fa�ca r 0 = a; r 1 = b e,
enquanto r i 6= 0, qi e r i +1 s~ao respectivamente o quociente e o resto
da divis~ao de r i � 1 por r i . Isto �e,

r i � 1 = qi r i + r i +1 ; com 0 � r i +1 < r i : (3.1)

Note que r k+1 = 0. Vamosmostrar que r k = (a;b). De (3.1), quando
um inteiro divide dois elementos consecutivosna seq•uênciade restos,
divide tamb�em o elemento anterior e o posterior a estes. Portanto,
todo inteiro que divide dois elementos consecutivos da seq•uência de
restosdivide todos os elementos desta seq•uência. Como (a;b) divide
dois elementos consecutivos na seq•uência de restos, r 0 e r 1, ent~ao
(a;b) divide r k . De (3.1), para i = k, conclu��mos que r k divide
r k � 1. Conseq•uentemente, r k divide dois elementos consecutivos da
seq•uênciade restos: r k � 1 e r k . Portanto, r k divide todososelementos
da seq•uência de restos, em particular a e b. Por de�ni�c~ao do maior
divisor comum, r k � (a; b). Logo, r k = (a;b), pois (a;b) divide r k .

Queremosencontrar um majorante para k, isto �e, um limite supe-
rior para o n�umero de divis~oesrealizadaspelo algoritmo de Euclides
para o c�alculo do maior divisor comum. De (3.1), temos que

r 0 � r 1 > r 2 > r 3 > � � � > r k > 0: (3.2)

De (3.1) e (3.2), pois, segue-seque

qi � 1 para todo i 2 f 1; 2; 3; : : : ; kg: (3.3)

Substituindo (3.3) em (3.1), obtemosque, quando i 2 f 1; 2; 3; : : : ; kg,

r i � 1 = qi r i + r i +1 � r i + r i +1 > 2r i +1 ;

onde a �ultima desigualdadeseguede (3.2). Portanto, a seq•uência

r 0; r 2; r 4; r 6; : : : ; r 2l

formada por todos os restosn~ao-nulos tendo como��ndice um inteiro
par satisfaz a seguinte propriedade: ao percorrermosa seq•uência da
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direita para a esquerda,um elemento ser�a sempremaior que o dobro
de seuantecessor.Logo

a = r 0 > 2r 2 > 22r 4 > 23r 6 > � � � > 2l � 1r 2( l � 1) > 2l r 2l :

Em particular,
loga > l + logr 2l � l :

(Ao longo deste cap��tulo, utilizamos loga para denotar o logaritmo
de a na base 2.) Como 2l 2 f k � 1; kg, obtemos o seguinte limite
superior para o n�umero k de divis~oes realizadas pelo algoritmo de
Euclides para o c�alculo do maior divisor comum:

k � 1 + 2l � 1 + 2loga:

Se, em (3.1), a divis~ao fosse realizada de forma que o resto r i +1

satisfa�ca

�
jr i j
2

< r i +1 �
jr i j
2

;

necessitar��amos no m�aximo loga divis~oespara encontrar o maior di-
visor comum, tornando o algoritmo de Euclidesmais e�ciente. (Neste
caso,os restospoderiam assumir tamb�em valoresnegativos.)

Dizemosque um inteiro x �e combina�c~ao dos inteiros y e z quando
existem inteiros � e � tais que x = �y + � z. Observe que x �e com-
bina�c~ao de y e z see somente se jxj �e combina�c~ao de jyj e jzj.

Teorema 3.2.1. Sea e b s~ao inteir os tais quea 6= 0 ou b 6= 0, ent~ao
(a;b) �e combina�c~ao de a e b.

Demonstra�c~ao. Sem perda de generalidade, podemos assumir que
a � b � 0. Estabeleceremosum resultado mais forte: (a;b) �e com-
bina�c~ao de quaisquer dois elementos consecutivos da seq•uência de
restos. Utilizando recurs~ao, esteresultado seguedos seguintes fatos:

(i) (a; b) �e combina�c~ao dos dois �ultimos elementos da seq•uência de
restos;e

(ii) para quaisquer tr ês elementos consecutivos da seq•uência dos
restos,se(a;b) �e combina�c~ao dosdois �ultimos, ent~ao tamb�em �e
combina�c~ao dos dois primeiros.
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Comprovamos (i) facilmente, pois (a;b) = r k = �r k + � r k+1 , onde
(�; � ) �e igual a (1; 0). Para mostrar (ii) , suponha que r i � 1; r i ; r i +1

sejam os tr ês elementos consecutivos da seq•uência de restos, para
algum natural i . Por hip�otese,(a;b) �e combina�c~ao de r i e r i +1 , isto
�e, existem inteiros � e � tais que (a;b) = �r i + � r i +1 . De (3.1), temos
que r i +1 = r i � 1 � qi r i . Portanto,

(a;b) = �r i + � r i +1 = �r i + � (r i � 1 � qi r i ) = � r i � 1 + (� � � qi )r i

e (a;b) �e combina�c~ao de r i � 1 e r i . Conseq•uentemente, (ii) segue.

Observe quena demonstra�c~ao do resultado anterior est�a impl��cito
um algoritmo para encontrar tal combina�c~ao linear. Este algoritmo,
conhecidocomoalgoritmo euclidiano estendido, possuik etapase, em
cada uma delas,�e realizada uma subtra�c~ao e uma multiplica�c~ao.

Seja n um n�umero natural. Se a �e um elemento de Zn e a 6= 0,
ent~ao:

(i) (a;n) 6= 1 e a �e um divisor de zero de Zn ; ou

(ii) (a; n) = 1 e a �e invers��vel em Zn .

J�a estabelecemos(i) na se�c~ao anterior. Vamos mostrar (ii) . Pelo
teorema 3.2.1, existem inteiros � e � tais que 1 = (a;n) = �a + � n.
Portanto,

1 = �a + � n = � a + � n = � a + � 0 = � a

e da�� a �e invers��vel.
O conjunto de todososelementos invers��veisde Zn ser�a denotado

por Z �
n . Este conjunto �e fechado com rela�c~ao �a opera�c~ao de mul-

tiplica�c~ao e ter�a papel central na compreens~ao dos algoritmos para
decidir a primalidade de um n�umero. A cardinalidade de Z �

n ser�a
denotada por � (n). (Esta fun�c~ao �e conhecida como a fun�c~ao � de
Euler.) Note que

� (n) = jf a 2 [n] : (a;n) = 1gj:

Em particular, quandop �e um n�umero primo e m um inteiro positivo,
� (pm ) = pm � pm � 1. Mais ainda, quando m = 1, Z �

p = Zp � f 0g.
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3.3 Teorema Fundamen tal da Aritm �etica

Nesta se�c~ao, recapitulamoso cl�assicoTeoremaFundamental da Arit-
m�etica, um dos primeiros fatos matem�aticos apresentados aos estu-
dantes no ensinofundamental.

Um inteiro maior que 1 �e dito primo quando n~ao �e o produto de
dois inteiros positivos menores. O resultado seguinte �e o n�ucleo da
demonstra�c~ao do TeoremaFundamental da Aritm �etica.

Lema 3.3.1. Se um primo divide um produto de inteir os, ent~ao di-
vide um de seusfatores.

Demonstra�c~ao. Sejap um n�umero primo. Suponhamosque p divida
o produto ab de dois n�umerosa;b 2 Z. Sep divide a, ent~ao o resul-
tado segue.Assumamos,portanto, que p n~ao divide a. Observe que
(a;p) = 1, pois (a;p) �e um divisor pr�oprio de p. Pelo teorema 3.2.1,
existem inteiros � e � tais que

1 = �a + � p:

Multiplicando-se esta igualdade por b, obtemos

b = �ab + � pb: (3.4)

Como p divide ab e pb, temos que p divide o lado direito de (3.4).
Portanto, p divide b e o lema vale para o produto de dois inteiros.

Suponhamos,agora,quep divide o produto de n inteiros, digamos
a1; a2; : : : ; an . Pelo que acabamosde estabelecer,

(i) p divide a1; ou

(ii) p divide o produto dosoutros n � 1 inteiros, que s~ao a2; : : : ; an .

Podemosrepetir este processoe, ao �nal, encontramos um ai que �e
divis��vel por p.

Estamosprontos para demonstrar o TeoremaFundamental da A-
ritm �etica. Vamosassumir que o produto dos elementos pertencentes
ao conjunto vazio �e 1 e que o produto dos elementos pertencentes a
um conjunto unit�ario �e o seuelemento.
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Teorema 3.3.2. Todo inteir o positivo decomp~oe-sedemaneira �unica,
a menosda ordem dos fatores, como o produto de n�umeros primos.

Demonstra�c~ao. Seja n um inteiro positivo. Como o resultado vale
quando n �e 1 ou primo, necessitamosdemonstr�a-lo apenas quando
n �e composto. Primeiro, mostraremos que n decomp~oe-secomo o
produto de n�umerosprimos. Escolhauma seq•uênciaa1; a2; : : : ; ak de
inteiros maioresque 1, tal que

n = a1a2 � � � ak

e o tamanho da seq•uênciasejao maior poss��vel. (Note queasseq•uên-
ciasa1; a2; : : : ; ak cujo produto �e igual a n t êm comprimento limitado
por logn porquen = a1a2 : : : ak � 2k . Portanto, faz sentido escolher-
mosuma de tamanho m�aximo.) Observe que,para todo i , ai �e primo;
do contr�ario ai seriao produto dedois inteiros positivosmenorese, ao
substituirmos, na seq•uência, ai por aquelesdois inteiros, obter��amos
uma seq•uência de tamanho maior, o que �e uma contradi�c~ao.

Agora, estabeleceremosa unicidade da decomposi�c~ao. Sejam
a1; a2; : : : ; ak e b1; b2; : : : ; bl seq•uênciasde n�umerosprimos tais que

n = a1a2 � � � ak = b1b2 � � � bl :

Semperdadegeneralidade,podemossupor quek � l . Pelo lema3.3.1,
a1 divide bi , para algum i . Como bi �e primo, temos que a1 = bi . Po-
demosreordenar os elementos na seq•uência b1; b2; : : : ; bl e supor que
i = 1. Logo,

n
a1

= a2 � � � ak = b2 � � � bl :

Repetindo esteprocesso,podemosreordenaroselementos da segunda
seq•uência, de forma que a2 = b2; : : : ; ak = bk . Portanto,

n
a1a2 � � � ak

= 1 = bk+1 � � � bl :

Como,necessariamente, k = l, essasdecomposi�c~oesden s~aoidênticas,
a menosda ordem dos fatores.
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3.4 O Pequeno Teorema de Fermat

Seja n um inteiro positivo. Para um elemento a de Z �
n , considere

todas as suaspotências:

1 = a0; a1; a2; a3; : : : ; ak ; : : : :

Como todasestaspotênciaspertencemao conjunto �nito Z �
n , existem

inteiros i e j tais que i < j e ai = aj . Escolha i e j de forma que j
seja o menor poss��vel. Seb �e o inversomultiplicativ o de a, ent~ao

1 = 1
i

= (ab) i = ai b
i

= aj b
i

= aj � i (ab) i = aj � i :

Pela escolhade i e j , temos que i = 0. Dizemosque j �e a ordem de a
em Z �

n . Note que
a1; a2; a3; : : : ; aj = 1

s~ao todasaspotênciasde a em Zn . A seguirapresentamos o Teorema
de Lagrange.

Teorema 3.4.1. Seja a um elementode Z �
n de ordem j . Se ak = 1,

ent~ao j divide k.

Demonstra�c~ao. Pelo algoritmo da divis~ao, existem inteiros q e r tais
que k = qj + r e 0 � r < j . Conseq•uentemente,

1 = ak = aqj + r = (aj )qar = 1
q
ar = ar :

Como j �e o menor inteiro positivo tal que aj = 1, tem-seque r = 0.
Logo j divide k.

Lema 3.4.2. Seja a um elemento de Z �
n de ordem j . Se i 2 [j ],

ent~ao a ordem de ai �e igual a j
( i;j ) .

Demonstra�c~ao. Existem inteiros i 0 e j 0 tais que i = (i; j )i 0 e j =
(i; j )j 0. Note que

(ai ) j 0
= aij 0

= a( i;j ) i 0j 0
= ai 0j = (aj ) i 0

= 1
i 0

= 1:

Sek �e a ordem de ai , ent~ao, pelo teorema 3.4.1, k divide j 0 = j
( i;j ) .

Por de�ni�c~ao, 1 = (ai )k = aik . Pelo teorema 3.4.1, j divide
ik . Portanto, j 0 divide i 0k. Como (i 0; j 0) = 1, tem-seque j 0 divide k.
Mas, pelopar�agrafoanterior, k divide j 0 eda�� k = j 0, comoquer��amos
mostrar.
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O pr�oximo resultado foi descoberto por Euler e descreve as pos-
s��veis ordensdos elementos de Z �

n .

Teorema 3.4.3. A ordem de um elementoa de Z �
n divide � (n).

Demonstra�c~ao. A fun�c~ao f : Z �
n ! Z �

n dada por f (X ) = aX �e inje-
tiva porque a �e invers��vel. Como Z �

n �e �nito, f tamb�em �e sobrejetiva.
Isto �e, f induz uma permuta�c~ao dos elementos de Z �

n . Portanto,

Y

X 2 Z �
n

X =
Y

X 2 Z �
n

f (X ) =
Y

X 2 Z �
n

(aX ) =
Y

X 2 Z �
n

a
Y

X 2 Z �
n

X = a� (n )
Y

X 2 Z �
n

X :

Logo, a� (n ) = 1. Pelo teorema 3.4.1, a ordem de a divide � (n).

A instância particular do teorema anterior em que n �e primo foi
obtida por Fermat. Neste casoZ �

n = f a : a 2 [n]� g e � (n) = n � 1,
onde, para um inteiro positivo m, [m]� = f a 2 [m] : a 6= 0g =
f 1; : : : ; m � 1g. Conseq•uentemente,

Teorema 3.4.4. Se a 2 [n]� e n �e primo, ent~ao an � 1 = 1.

Este resultado inspira um poss��vel algoritmo para decidir a prima-
lidade de n. Repita algumasvezeso seguinte procedimento: escolha
aleatoriamente a 2 [n]� e calculeo resto da divis~ao de an � 1 por n. Se
algum destesrestosn~ao for igual a 1, ent~ao, pelo resultado anterior, n
�e composto. Sen~ao, ser�a que podemosa�rmar que n �e primo a menos
de uma probabilidade muito baixa? A resposta infelizmente �e n~ao!
Existem n�umeros compostos n que falham neste teste para muito
poucosa 2 [n]� . Neste caso,a probabilidade do resto ser 1 �e muito
alta, mesmo n sendo composto. Nosso objetivo ser�a mostrar que
uma pequenavariante destealgoritmo funciona comodesejado.Para
tanto, necessitamosestudar ra��zesde polinômioscom coe�cientes em
Zn , quando n �e primo. (Surpreendentemente, o pr�oximo resultado
n~ao �e verdadeiro quando n �e composto.)

Lema 3.4.5. Se n �e primo, ent~ao o n�umero de ra��zes de um po-
lin ômio p(X ) com coe�cientes em Zn �e no m�aximo igual ao grau de
p(X ).
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Demostra�c~ao. Escolha a seq•uência de elementos a1; : : : ; am de Zn

com o maior comprimento poss��vel tal que

p(X ) = (X � a1) � � � (X � am )q(X )

para algum polinômio q(X ) com coe�cientes em Zn . Note quea1; : : : ;
am s~ao ra��zes de p(X ). Se estass~ao todas as ra��zes de p(X ) ent~ao
o resultado segue,pois o grau de p(X ) �e igual a m mais o grau de
q(X ). Podemos supor que p(X ) possui raiz a tal que a 6= ai para
todo i . Logo,

0 = (a � a1) � � � (a � am )q(a):

Mas a � ai 6= 0, para todo i , e da�� q(a) = 0 porque Zn n~ao tem
divisores de zero quando n �e primo. Dividindo q(X ) por X � a
encontramos um polinômio bq(X ) com coe�cientes em Zn tal que
q(X ) = bq(X )(X � a) + q(a) = bq(X )(X � a). Portanto,

p(X ) = (X � a1) � � � (X � am )(X � a)bq(X )

e a1; : : : ; am ; a contraria a escolhade a1; : : : ; am .

Descreveremosum algoritmo para decidir, com probabilidade de
erro pequena,a primalidade de um n�umero natural n. Utilizaremos,
para isto, a seguinte variante do teorema 3.4.4.

Teorema 3.4.6. Suponha que n � 1 = 2r m, onde r �e um inteir o
n~ao-negativo e m �e um inteir o ��mpar. Se a 2 [n]� e n �e primo,
ent~ao:

(i) am = 1; ou

(ii) a2i m = � 1, para algum inteir o i tal que 0 � i � r � 1.

Demonstra�c~ao. Suponhaque(i) n~aoocorre. Escolhao maior inteiro i
tal que 0 � i � r e a2i m 6= 1. Pelo teorema 3.4.4, i < r . Portanto,
a2i +1 m = 1. Logo a2i m �e uma raiz do polinômio p(X ) = X 2 � 1. Pelo
lema 3.4.5, p(X ) possuiduas ra��zesque necessariamente s~ao 1 e � 1.
Pela escolhade i , a2i m = � 1. Temos(ii) .

Na se�c~ao 3.7, mostraremos que a probabilidade de a 2 [n]� sa-
tisfazer (i) ou (ii) do teorema anterior, no casoem que n �e ��mpar e
composto, �e inferior a 1

4 .
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3.5 Teorema Chin ês do Resto

O pr�oximo resultado �e conhecidocomo o TeoremaChinês do Resto
e, surpreendentemente, era utilizado para determinar o tamanho de
tropas militares.

Teorema 3.5.1. Sejam m1; m2; : : : ; mk inteir os tais que(m i ; mj ) =
1 para qualquer2-subconjunto f i; j g de f 1; 2; : : : ; kg. Se0 � r i < mi ,
para todo i 2 f 1; 2: : : ; kg, ent~ao existe um �unico a 2 [m1m2 : : : mk ]
tal que r i = res(a;m i ), para todo i 2 f 1; 2: : : ; kg.

Ressaltamos que, embutido na demonstra�c~ao deste teorema,
encontra-se um algoritmo para efetivamente encontrar o valor de a.

Demonstra�c~ao. Inicialmente trataremos o casoem que k = 2. Ob-
serve que

f a 2 [m1m2] : r 1 = res(a;m1)g = f qm1 + r 1 : q 2 [m2]g:

Desejamosencontrar todos os elementos a pertencentes a este con-
junto tais que

r 2 = res(a;m2):

Isto �e, desejamosencontrar todos os q 2 [m2] tais que

r 2 = qm1 + r 1 em Zm 2 :

Esta identidade pode ser reescrita como

qm1 = r 2 � r 1 em Zm 2 :

Como (m1; m2) = 1, temos que m1 possuium inversomultiplicativ o
em Zm 2 , digamos m. (Este inverso pode ser calculado utilizando-se
o algoritmo que est�a impl��cito na demonstra�c~ao do teorema 3.2.1.)
Logo,

q = m(r 2 � r 1) em Zm 2 :

Conseq•uentemente, q existe e �e �unico. O mesmoocorre com q porque
q 2 [m2]. Logo o resultado vale quando k = 2.
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Vamos construir recursivamente uma seq•uência a1; a2; : : : ; ak tal
que, para todo l 2 f 1; 2; : : : ; kg,

al 2

"
lY

i =1

mi

#

e r i = res(al ; mi ); i = 1; 2; : : : ; l : (3.5)

Mais ainda, mostraremosque esta seq•uência �e �unica. Suponha que
aj j�a foi determinado. (Note que a1 = r 1.) Descreveremos,agora,
como obter aj +1 a partir de aj . Como m i �e relativamente primo
com m j +1 , para todo i 2 f 1; : : : ; j g, ent~ao, pelo TeoremaFundamen-
tal da Aritm �etica,

Q j
i =1 mi = m1 � � � mj �e relativamente primo com

mj +1 . Aplicando o resultado do par�agrafo anterior, existe um �unico
elemento aj +1 de [m1 � � � mj mj +1 ] tal que

aj = res(aj +1 ; m1 � � � mj ) e r j +1 = res(aj +1 ; mj +1 ): (3.6)

Por (3.5) para l = j e (3.6), conclu��mos que (3.5) vale tamb�em para
l = j + 1. Isto �e, aj +1 satisfaz as propriedadesdesejadas. Observe
que aj +1 �e o �unico elemento de [m1 � � � mj mj +1 ] satisfazendo(3.6) e,
portanto, ser�a �unico, j�a que aj o �e.

Usaremos uma outra abordagem, que n~ao �e algor��tmica, para
estabelecer o Teorema Chinês do Resto. Sejam m1; m2 : : : ; mk in-
teiros positivos tais que (m i ; mj ) = 1 para qualquer 2-subconjunto
f i; j g de f 1; 2; : : : ; kg. Denote o produto destesinteiros por n, isto �e,
n = m1 � � � mk . Considerea fun�c~ao 	 : Zn ! Zm 1 � Zm 2 � � � � � Zm k

dada por 	( a) = (a; a; : : : ; a), para um inteiro a. (Ap esar de a re-
presentar conjuntos diferentes nesta identidade, nossanota�c~ao n~ao
gerar�a confus~ao, j�a que est�a impl��cito qual conjunto estamosconsi-
derando em cada ocorrência de a. Na primeira, a denota o conjunto
de inteiros que t êm o mesmo resto que a quando divididos por n;
na segundaquando divididos por m1; na terceira quando divididos
por m2; e na �ultima quando divididos por mk .)

Mostraremos simultaneamente que 	 est�a bem de�nida e �e inje-
tiva. Estas propriedadesseguemdas seguintes equivalênciaspara os
inteiros a e a0:

(i) a = a0 em Zn ;

(ii) n divide a � a0;



i

i

\randomizados" | 2007/4/30 | 11:48 | page 64 | #70
i

i

i

i

i

i

64 [CAP. 3: PRIMALID ADE

(iii) para todo i 2 f 1; 2; : : : ; kg, m i divide a � a0;

(iv) para todo i 2 f 1; 2; : : : ; kg, a = a0 em Zm i ;

(v) 	( a) = 	( a0).

(Para estabelecerque (ii) e (iii) s~ao equivalentes �e necess�ario utilizar
o TeoremaFundamental da Aritm �etica.) Como

jZn j = jZm 1 � Zm 2 � � � � � Zm k j

e 	 �e injetiv a, temos que:

Prop osi�c~ao 3.5.2. A fun�c~ao 	 �e bijetiva.

Como conseq•uênciadesteresultado obtemoso TeoremaChinêsdo
Resto.

Utilizaremos a fun�c~ao 	 para obter uma propriedadefundamental
da fun�c~ao � de Euler: multiplicatividade. Isto �e,

� (n) = � (m1)� (m2) � � � � (mk ): (3.7)

Como � (m) = jZ �
m j, para um inteiro m positivo, a equa�c~ao (3.7)

seguede:
jZ �

n j = jZ �
m 1

� Z �
m 2

� � � � � Z �
m k

j: (3.8)

Observe que (3.8) �e uma conseq•uência imediata da proposi�c~ao 3.5.2
juntamente com o pr�oximo resultado:

Lema 3.5.3. a 2 Z �
n se somentese 	( a) 2 Z �

m 1
� Z �

m 2
� � � � � Z �

m k
.

Demonstra�c~ao. Observe queasseguintes a�rma�c~oess~aoequivalentes:

(i) a 2 Z �
n ;

(ii) (a; n) = 1;

(iii) para todo i 2 f 1; 2; : : : ; kg, (a;m i ) = 1;

(iv) para todo i 2 f 1; 2; : : : ; kg, a 2 Z �
m i

.

A equivalência entre (ii) e (iii) �e estabelecidapelo TeoremaFunda-
mental da Aritm �etica.
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3.6 Geradores para Z �
n

Sejan um n�umero natural. Um elemento a de Z �
n �e dito um gerador

para Z �
n quando todo elemento de Z �

n �e uma potência de a. Neste
caso,

Z �
n = f aj : j 2 Ng:

Sea ordem de a �e d, ent~ao,

Z �
n = f 1; a; a2; : : : ; ad� 1g:

Em particular, d = � (n). Nesta se�c~ao, mostraremosque, quando n �e
primo ou o quadradode um primo, ent~ao Z �

n possuium gerador. Pri-
meiro contaremos o n�umero de elementos que possuemdeterminada
ordem em Z �

n , quando n �e primo.

Lema 3.6.1. Suponha que n �e primo. Se d �e um inteir o positivo,
ent~ao Z �

n possui 0 ou � (d) elementosde ordem d.

Demonstra�c~ao. Considereo polinômio com coe�cientes em Zn :

p(X ) = X d � 1:

Observe que todo elemento de Z �
n que tem ordem d �e raiz de p(X ).

Portanto, para determinarmos o n�umero de elementos de Z �
n que

possuemordem d, vamos listar todas as ra��zes de p(X ) e decidir
quais s~ao aquelasque possuemordem d.

Se Z �
n n~ao tem elemento de ordem d, ent~ao o resultado segue.

Assumaque Z �
n tenha algum elemento de ordem d. Sejaa um destes

elementos. Na se�c~ao 3, mostramosque

a;a2; : : : ; ad� 1; ad = 1

s~ao dois a dois distintos. Vamosmostrar que cadaum desteselemen-
tos �e raiz de p(X ). De fato,

p(aj ) = (aj )d � 1 = (ad) j � 1 = (1) j � 1 = 1 � 1 = 0:

Pelo lema 3.4.5, p(X ) possuino m�aximo d ra��zesem Zn . Portanto,

1; a; a2; : : : ; ad� 1
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s~ao todas as ra��zes de p(X ). Pelo lema 3.4.2, para i 2 [d], ai tem
ordem d see somente se (i; d) = 1. Conseq•uentemente, p(X ) possui
exatamente � (d) ra��zescomordemd. Isto �e, Z �

n possui� (d) elementos
com ordem d.

Utilizaremos a nota�c~ao ajb com o seguinte signi�cado: a e b s~ao
inteiros positivos e a divide b.

Lema 3.6.2. Suponha quen �e primo. Sed �e um inteir o positivo que
divide n � 1, ent~ao Z �

n possui � (d) elementosde ordem d.

Demonstra�c~ao. Para cada inteiro positivo d, seja � d o conjunto de
elementos de Z �

n que possuemordem d. Desejamosestabelecerque
j� d j = � (d). Observe que

f � d : d 2 Z e d > 0g

�e uma parti�c~ao de Z �
n . Pelo teorema 3.4.3, � d = ? quando d n~ao

divide � (n) = n � 1. Conseq•uentemente,

f � d : djn � 1g

�e uma parti�c~ao de Z �
n . Portanto,

n � 1 =
X

djn � 1

j� d j:

Pelo lema 3.6.1, j� d j 2 f 0; � (d)g. Em particular,

j� d j � � (d); quando djn � 1: (3.9)

Portanto,

n � 1 =
X

djn � 1

j� d j �
X

djn � 1

� (d) = n � 1; (3.10)

onde a �ultima igualdade seguede (3.11), que ser�a estabelecidaa se-
guir. Temos,dessaforma, a igualdade em (3.10). Portanto, a igual-
dadetem queocorrer em (3.9), para todo djn � 1. Isto �e, j� d j = � (d),
para todo djn � 1.
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Na demonstra�c~aodo lemaanterior, necessitamosda seguinte iden-
tidade: X

djm

� (d) = m: (3.11)

Para djm, seja � d = f a 2 [m] : (a;m) = dg. Observe que f � d : djmg
�e uma parti�c~ao de [m]. Conseq•uentemente,

X

djm

j� d j = m: (3.12)

Pelo TeoremaFundamental da Aritm �etica,

� d =
n

ad : a 2
hm

d

i
e

�
a;

m
d

�
= 1

o

e da��
j� d j = �

� m
d

�
:

Substituindo a �ultima identidade em (3.12), obtemos

X

djm

�
� m

d

�
= m: (3.13)

Quandod percorretodososdivisorespositivosdem, ent~ao m
d tamb�em

percorre todos os divisores positivos de m. Logo,
X

djm

�
� m

d

�
=

X

djm

� (d): (3.14)

Note que (3.11) �e uma conseq•uência de (3.13) e (3.14).
Uma conseq•uência imediata do resultado anterior ser�a a pr�oxima

proposi�c~ao, fundamental para estabelecermosa probabilidade de erro
do algoritmo para decidir primalidade.

Prop osi�c~ao 3.6.3. Se n �e primo, ent~ao Z �
n possui um gerador.

Demonstra�c~ao. Um elemento de Z �
n �e gerador quando sua ordem �e

� (n) = n � 1. Pelo lema 3.6.2,Z �
n possui� (n � 1) elementos de ordem

n � 1. O resultado seguepois � (n � 1) 6= 0.

Prop osi�c~ao 3.6.4. Se n �e primo, ent~ao Z �
n 2 possui um gerador.
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Demonstra�c~ao. Um elemento de Z �
n 2 �e gerador quando sua ordem �e

� (n2) = n2 � n = n(n � 1). Pela proposi�c~ao 3.6.3, existe a 2 [n] tal
que a gera Z �

n . Sejad a ordem de a em Z �
n 2 . Por de�ni�c~ao, em Z �

n 2 ,

ad = 1:

Em outras palavras, n2 divide ad � 1. Conseq•uentemente, n divide
ad � 1. Ou seja, em Z �

n ,
ad = 1:

Pelo teorema3.4.1,a ordem de a em Z �
n divide d. Isto �e, n � 1 divide

d. Pelo teorema 3.4.3, d divide � (n2) = n(n � 1). Como n �e primo,
d 2 f n � 1; n(n � 1)g. Se d = n(n � 1), ent~ao o resultado segue.
Podemosassumir que d = n � 1. Em particular,

an � 1 = 1 (3.15)

em Z �
n 2 . De maneira an�aloga, temos que a ordem de n + a em Z �

n 2 �e
igual a n � 1 ou n(n � 1). Sea ordem for n(n � 1), ent~ao o resultado
segue.Podemosassumir que a ordem �e n � 1 e da��

(n + a)n � 1 = 1 (3.16)

em Z �
n 2 . Pelo binômio de Newton, existe inteiro c, que dependede a

e n, tal que

(n+ a)n � 1 = cn2+ (n� 1)nan � 2+ an � 1 = (c+ an � 2)n2 � nan � 2+ an � 1:

(Coloque em evidêncian2 nos termos do binômio cujo expoente de n
�e pelo menos2.) Em Z �

n 2 , esta igualdade torna-se

(n + a)n � 1 = (c + an � 2)n2 � nan � 2 + an � 1 = � nan � 2 + an � 1:

Substituindo (3.15) e (3.16) na identidade acima, temos

1 = � nan � 2 + 1:

Portanto, em Z �
n 2 , � nan � 2 = 0. Isto �e, n2 divide nan � 2. Como n �e

primo, n divide a; uma contradi�c~ao j�a que a �e um gerador para Z �
n .
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3.7 Pseudoprimos

Seja n um inteiro positivo ��mpar. Existem inteiros positivos r e m
tais que m �e ��mpar e n � 1 = 2r m. Para a 2 [n]� , dizemosque n �e
pseudoprimocom respeito �a base a quando:

(i) am = 1; ou

(ii) a2i m = � 1, para algum inteiro i tal que 0 � i � r � 1.

Pelo teorema3.4.6,quando n �e primo, (i) ou (ii) �e sempreverda-
deira. Em particular, n �e pseudoprimo2 com respeito a todo elemento
de [n]� .

No restante desta se�c~ao, assumiremosque n n~ao �e primo. Mos-
traremos que n n~ao �e um pseudoprimo com respeito �a maioria dos
elementos pertencentes a [n]� . Na verdade, vamos obter um limite
superior para a probabilidade Pn de n ser pseudoprimocom respeito
a um elemento de [n]� escolhidoaleatoriamente. Observe que:

Pn =
jf a 2 [n]� : n �e pseudoprimocom respeito a agj

n � 1
:

Rabin [45] obteve o seguinte resultado:

Teorema 3.7.1. Sejan um inteir o positivo ��mpar. Sen n~ao �e primo,
ent~ao a probabilidade Pn de n ser pseudoprimo com respeito a um
elementode [n]� escolhido aleatoriamente n~ao excede 1

4 .

Nesta se�c~ao, nossoobjetivo �e demonstrar este teorema. Conside-
raremosprimeiro o casoem que n n~ao �e \livre de quadrados".

Prop osi�c~ao 3.7.2. Se existe primo q tal que q2jn, ent~ao

Pn �
1

q + 1
�

1
4

:

Demonstra�c~ao. Quando n �e pseudoprimo com respeito a a, temos
que an � 1 = 1 em Zn . Neste caso,a 2 Z �

n . Portanto,

Pn �
jf a 2 Z �

n : an � 1 = 1 em Zn gj
n � 1

: (3.17)

2Soa estranho dizer que um n�umero primo �e pseudoprimo com respeito a um
outro n�umero, mas esta abordagem facilitar� a nossa discuss~ao futura.
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Podemosreescrever a equa�c~ao 3.17 como:

Pn �
jf a 2 [n] : (a;n) = 1 e njan � 1 � 1gj

n � 1
: (3.18)

Como q2jn, obtemos que f a 2 [n] : (a;n) = 1 e njan � 1 � 1g �
f a 2 [n] : (a;q2) = 1 e q2jan � 1 � 1g: Conseq•uentemente,

Pn �
jf a 2 [n] : (a;q2) = 1 e q2jan � 1 � 1gj

n � 1
: (3.19)

Como cada elemento b de Zq2 intersecta [n] em n
q2 elementos, con-

clu��mos que

jf a 2 [n] : (a;q2) = 1 e q2jan � 1 � 1gj =
n
q2 jf a 2 [q2] : (a; q2) = 1 e q2jan � 1 � 1gj:

Substituindo esta igualdade na equa�c~ao (3.19), obtemos:

Pn �
n

q2(n � 1)
jf a 2 [q2] : (a; q2) = 1 e q2jan � 1 � 1gj:

Esta desigualdadepode ser escrita como

Pn �
n

q2(n � 1)
jf a 2 Z �

q2 : an � 1 = 1 em Zq2 gj: (3.20)

Pela proposi�c~ao 3.6.4, existe inteiro a tal que a �e um gerador
para Z �

q2 . Portanto, em Z �
q2 , a possuiordem � (q2) = q(q � 1). Sabe-

mos que
Z �

q2 = f ai : i 2 [q(q � 1)]g:

Portanto, temos de determinar todos os expoentes i pertencentes a
[q(q � 1)] tais que, em Zq2 ,

ai (n � 1) = (ai )n � 1 = 1: (3.21)

Pelo teorema3.4.1,q(q� 1)ji (n� 1). Comoq2jn, temosque(q; n� 1) =
1. Portanto, qji . Como apenasq � 1 expoentes i em [q(q � 1)] s~ao
m�ultiplos de q, existem no m�aximo q � 1 expoentes i em [q(q � 1)]
que podem satisfazer(3.21). Isto �e,

jf a 2 Z �
q2 : an � 1 = 1 em Zq2 gj � q � 1:
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Substituindo esta desigualdadeem (3.20), obtemos

Pn �
n(q � 1)
q2(n � 1)

=
n(q � 1)
q2n � q2 �

n(q � 1)
q2n � n

=
n(q � 1)
n(q2 � 1)

=
1

q + 1
:

O resultadoseguepois q �e��mpar, j�a quen �e��mpar, eda�� q+ 1 � 3.

Na proposi�c~ao 3.7.2, mostramos que Pn � 1
4 , quando n �e n~ao

�e \livre de quadrados". Portanto, a partir deste momento, iremos
assumir que n �e \livre de quadrados". Pelo TeoremaFundamental
da Aritm �etica, existem primos distintos q1; q2; : : : ; qk tais que

n = q1q2 � � � qk :

Observe que k � 2 pois n n~ao �e primo. Para i 2 f 1; 2; : : : ; kg, como
qi �e ��mpar, existem inteiros positivos r i e mi tais que m i �e ��mpar e
qi � 1 = 2r i mi .

Mostraremos dois lemasauxiliares que estabelecemlimites supe-
riores para o n�umero de a 2 [n]� satisfazendorespectivamente (i)
e (ii) .

Lema 3.7.3. Vale a seguinte igualdade:

jf a 2 [n]� : am = 1 em Zn gj = (m; m1)(m; m2) � � � (m; mk ):

Lema 3.7.4. Para 0 � j � r � 1, jf a 2 [n]� : a2j m = � 1 em Zn gj �e
igual a 0, seminf r 1; r 2; : : : ; r k g � j , ou igual a 2j k (m; m1)(m; m2) � � �
(m; mk ), caso contr�ario.

Uma etapa comum �a demonstra�c~ao destesdois lemas�e estabele-
cida no resultado enunciado a seguir.

Lema 3.7.5. Sejam u, v e w inteir os tais que u > 0 e v 2 f� 1; 1g.
Se

� u
v (w) := f a 2 [w]� : au = v em Zw g;

ent~ao
j� u

v (n)j = j� u
v (q1)jj � u

v (q2)j � � � j� u
v (qk )j:

Utilizando a nota�c~ao de�nida no lema anterior, os lemas 3.7.3
e 3.7.4 fornecem limites superiores para respectivamente j� m

1 (n)j e
j� 2j m

� 1 (n)j.
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Demonstra�c~ao do lema 3.7.5. Observe que as seguintes a�rma�c~oes
s~ao equivalentes para a 2 [n]� :

(a) au = v em Zn ;

(b) njau � v;

(c) para todo i 2 f 1; 2; : : : ; kg, qi jau � v;

(d) para todo i 2 f 1; 2; : : : ; kg, au = v em Zqi .

O TeoremaFundamental da Aritm �etica estabelecea equivalênciaen-
tre (b) e (c) .

Na se�c~ao4, mostramosquea fun�c~ao 	 : Zn ! Zq1 � Zq2 � � � � � Zqk

dada por 	( a) = (a; a; : : : ; a), para um inteiro a �e uma bije�c~ao. Pelo
par�agrafo anterior, 	 leva o conjunto � u

v (n) em � u
v (q1) � � u

v (q2) �
� � � � � u

v (qk ). Portanto,

j� u
v (n)j = j� u

v (q1) � � u
v (q2) � � � � � � u

v (qk )j

e o resultado segue.

Demonstra�c~ao do lema 3.7.3. Pelo lema 3.7.5 ser�a su�ciente estabe-
lecer que, para cada i 2 f 1; 2: : : ; kg,

j� m
1 (qi )j = (m; m i ): (3.22)

Pela proposi�c~ao 3.6.3,Z �
qi

possuium geradora (cuja ordem�e qi � 1 =
2r i mi ). Portanto, qualquer elemento de Z �

qi
�e uma potência de a.

Isto �e,
Z �

qi
= f a;a2; : : : ; aqi � 1g:

Necessitamosdeterminar todos os expoentes j tais que aj 2 � m
1 (qi ).

Isto �e,
aj m = (aj )m = 1 em Zqi :

Pelo teorema 3.4.1, 2r i mi jj m. Se h = m i
(m;m i ) , ent~ao 2r i hjj , pois m

�e��mpar. Como existem (m; m i ) m�ultiplos de 2r i h em [2r i mi ], temos
que (3.22) segue.
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Demonstra�c~ao do lema 3.7.4. Pelo lema 3.7.5 ser�a su�ciente estabe-
lecer que, para cada i 2 f 1; 2: : : ; kg,

j� 2j m
� 1 (qi )j �

�
2j (m; mi ) quando r i > j
0 quando r i � j

(3.23)

Pela proposi�c~ao 3.6.3,Z �
qi

possuium geradora (cuja ordem�e qi � 1 =
2r i mi ). Portanto, qualquer elemento de Z �

qi
�e uma potência de a.

Isto �e,
Z �

qi
= f a;a2; : : : ; aqi � 1g:

Necessitamosdeterminar todososexpoentesk tais queak 2 � 2j m
� 1 (qi ).

Isto �e,
a2j mk = (ak )2j m = � 1 em Zqi :

Pelo teorema 3.4.1,

2r i mi j2j +1 mk e 2r i mi 6j2j mk. (3.24)

Em particular, m i jmk, pois m i �e��mpar. Ser i � j , ent~ao n~ao existe k
satisfazendo(3.24) eda�� � 2j m

� 1 (qi ) = ? . Nestecaso,(3.23) �everi�cada.
Vamossupor que j < r i . Podemos,ent~ao, reescrever (3.24) como:

2r i � j � 1mi jmk e 2r i � j mi 6jmk. (3.25)

Seh = m i
(m;m i ) , ent~ao

2r i � j � 1hjk e 2r i � j h 6jk. (3.26)

Conseq•uentemente, k tem que ser um m�ultiplo ��mpar de 2r i � j � 1h.
Note que existem 2j +1 (m; mi ) m�ultiplos de 2r i � j � 1h em [2r i mi ], dos
quais metade s~ao m�ultiplos ��mpares. Portanto, (3.23) segue.

Demonstra�c~ao do teorema 3.7.1. Pela proposi�c~ao 3.7.2, podemosas-
sumir que n �e livre de quadrados. Pelos lemas3.7.3 e 3.7.4, n n~ao �e
pseudoprimocom respeito a exatamente

(m; m1)(m; m2) � � � (m; mk )(1 + 1 + 2k + � � � + 2k (s� 1) )

elementos de [n]� , onde s = minf r; r 1; r 2; : : : ; r k g. Portanto,

Pn =
(m; m1)(m; m2) � � � (m; mk )(1 + 1 + 2k + � � � + 2k (s� 1) )

n � 1
:
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Como (q1 � 1)(q2 � 1) � � � (qk � 1) < q1q2 � � � qk � 1 = n � 1, temosque

Pn <
(m; m1)(m; m2) � � � (m; mk )(1 + 1 + 2k + � � � + 2k (s� 1) )

2r 1 m12r 2 m2 � � � 2r k mk
:

Podemosreescrever esta desigualdadecomo

Pn <
(m; m1)(m; m2) � � � (m; mk )

m1m2 � � � mk

(1 + 1 + 2k + � � � + 2k (s� 1) )
2r 1 + r 2 + ��� + r k

:

(3.27)
Utilizando a express~ao da soma de uma progress~ao geom�etrica e
tamb�em o fato de que s � 1, temos que

1 + 1 + 2k + � � � + 2k (s� 1) = 1 +
2ks � 1
2k � 1

= 1 +
2ks

2k � 1
�

1
2k � 1

=
2ks

2k � 1
�

2k � 2
2k � 1

= 2ks
�

1
2k � 1

+
2k � 2

2ks(2k � 1)

�

� 2ks
�

1
2k � 1

+
2k � 2

2k (2k � 1)

�

= 2ks
�

2k + 2k � 2
2k (2k � 1)

�

= 2ks
�

2(2k � 1)
2k (2k � 1)

�

= 2ks
�

1
2k � 1

�
:

Substituindo este limite superior para 1 + 1 + 2k + � � � + 2k (s� 1)

em (3.27), obtemos

Pn <
(m; m1)(m; m2) � � � (m; mk )

m1m2 � � � mk

2ks

2r 1 + r 2 + ��� + r k

1
2k � 1 : (3.28)
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Como, para todo i 2 f 1; 2; : : : ; kg, (m; m i ) � mi e 2s � 2r i , temos
que:

(m; m1)(m; m2) � � � (m; mk )
m1m2 � � � mk

� 1 e
2ks

2r 1 + r 2 + ��� + r k
� 1:

Conseq•uentemente,

Pn <
1

2k � 1

e o resultado seguequandok � 3. Podemosassumirquek = 2. Neste
caso,(3.28) pode ser escrita como:

Pn <
(m; m1)(m; m2)

m1m2

22s� 1

2r 1 + r 2
: (3.29)

Note que o resultado tamb�em segueneste caso, a menos que r 1 =
r 2 = s, (m; m1) = m1 e (m; m2) = m2. Vamos supor que este �e o
caso. Como s � r , temos que:

q1 � 1jn � 1 e q2 � 1jn � 1: (3.30)

Observe que n � 1 = q1q2 � 1 = (q1 � 1)q2 + q2 � 1. Por (3.30),
q1 � 1jq2 � 1. De maneira an�aloga, q2 � 1jq1 � 1. Portanto, q1 = q2.
Com esta contradi�c~ao conclu��mos a demonstra�c~ao do teorema.

3.8 A exp onencia�c~ao �e r �apida em Zn

Com o objetivo de estimar a complexidadeda exponencia�c~ao em Zn ,
iniciamosestase�c~aoanalisandoo custodasopera�c~oesaritm �eticasusu-
ais. Por simplicidade, consideraremosque os operandoss~ao inteiros
representados em bin�ario. Como se sabe, o n�umero de d��gitos de n,
quandoapresentado comoum numeral escrito na base2, �e blognc+ 1:

Prop osi�c~ao 3.8.1. Sejam a e b inteir os positivos, cada um com no
m�aximo k d��gitos em sua representa�c~ao bin�aria. As opera�c~oes de
adi�c~ao, subtra�c~ao e compara�c~ao entre a e b têm custo O(k); a multi-
plica�c~ao e a divis~ao têm custo O(k2).



i

i

\randomizados" | 2007/4/30 | 11:48 | page 76 | #82
i

i

i

i

i

i

76 [CAP. 3: PRIMALID ADE

Demonstra�c~ao. No algoritmo usual utilizado para a adi�c~ao, determi-
nam-seos d��gitos do resultado, por ordem, iniciando-se pelo locali-
zadona direita da representa�c~ao na base2. Vamossupor que os i � 1
primeiros d��gitos foram determinados. Descreveremoscomo calcular
o i -�esimo. O seuvalor ser�a 0 ou 1 dependendode existir respectiva-
mente um n�umero par ou ��mpar de d��gitos iguais a 1 nas posi�c~oesda
mem�oria queguardam: o i -�esimod��gito de a; o i -�esimod��gito de b; e o
\v ai um". (A posi�c~ao \v ai um" tem valor inicial 0 e �e continuamente
atualizada da seguinte forma: recebe valor 0 seexiste no m�aximo um
d��gito igual a 1 nas tr ês posi�c~oesde mem�oria que acabamosde des-
crever; casocontr�ario, recebe valor 1.) Independentemente de comoo
leitor desejecalcular quantas \tarefas b�asicas" foram realizadaspara
o c�alculo deste d��gito, este n�umero ser�a limitado, digamos, por l .
Portanto, o n�umero de \tarefas b�asicas" realizadaspara o c�alculo da
adi�c~ao de a com b �e limitado por lk. Sendo assim, este algoritmo
tem custo O(k). (Caso o \v ai um" �nal tenha valor 1, o resultado
da adi�c~ao ter�a k + 1 d��gitos e o (k + 1)-�esimo d��gito ter�a valor 1 |
o que, evidentemente, n~ao altera a complexidadeassint�otica O(k) da
opera�c~ao.)

Para descrever o algoritmo da subtra�c~ao, precisamoscomparar
a com b. Inicialmente, completamos as representa�c~oes na base 2
de a e b com 0's �a esquerda, de forma que ambos �quem com k
\d��gitos". (Quando a e bs~ao armazenadosem k bits de mem�oria, esta
tarefa foi executada.) Vamosassumirquepercorremos,iniciando pela
esquerda,os i � 1-�esimosprimeiros d��gitos das representa�c~oesde a
e b na base2 sem chegarmosa uma conclus~ao. Na etapa seguinte,
veri�camos seos i -�esimosd��gitos de a e b s~ao iguais ou diferentes. Se
forem diferentes, ent~ao um delesser�a 0 e o outro ser�a 1. O n�umero
quetiv er o i -�esimod��gito igual a 1 ser�a o maior. Sen~ao, quandoi = k,
a e b ser~ao iguais, e, quando i < k, continuamoscom o processo,pois
ainda n~ao fomos capazesde chegar a uma conclus~ao. Mais uma vez,
�ca claro que estealgoritmo tem custo O(k).

Para subtrair, necessitamoscomparar a com b. Esta fase do al-
goritmo tem custo O(k). Casob seja maior ou igual a a, o resultado
de a � b ser�a um inteiro n~ao-positivo. Portanto, calculamosb � a e
alteramos o sinal. Vamos descrever como fazer a subtra�c~ao apenas
no casoem que a �e maior que b. O algoritmo �e o mesmoda adi�c~ao
exceto na altera�c~ao do valor encontrado em \v ai um". O \v ai um"
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�car�a igual a 1 se e somente se existem mais d��gitos iguais a 1 nas
posi�c~oesque armazenamo i -�esimo d��gito de b e o \v ai um" que na
posi�c~ao que guarda o i -�esimo d��gito de a. Claramente o custo da
segundafasedestealgoritmo tamb�em �e O(k). Portanto, a subtra�c~ao
tem custo O(k).

Reduziremosa multiplica�c~ao �a adi�c~ao de at�e k n�umeros,cadaum
com no m�aximo 2k d��gitos na base2. (Mais ainda, o resultado da
adi�c~ao de qualquer subconjunto destesn�umeros possui no m�aximo
2k d��gitos.) Portanto, realizamos no m�aximo k � 1 adi�c~oes, cada
uma com custo O(k). O custo �nal do algoritmo da multiplica�c~ao
ser�a O(k2). Para encontrar o conjunto de n�umerosa seremadiciona-
dos, percorremosb da direita para a esquerda.Casoo i -�esimod��gito
encontrado seja igual 1, coloca-sena fam��lia um n�umero obtido de a
ampliando, �a direita, a suarepresenta�c~ao com i � 1 d��gitos iguais a 0.
Casoo i -�esimod��gito seja0, n~ao acrescenta-se n�umero ao conjunto3.

A divis~ao pode ser reduzida apenas �a compara�c~ao e subtra�c~ao
de n�umeros, cada um com at�e k d��gitos. Como s~ao realizadas no
m�aximo k de cada uma destasopera�c~oes,o custo do algoritmo ser�a
O(k2), j�a que o custo individual de cada opera�c~ao �e O(k).

Do resultado anterior, temos como estimar o custo de realizar o-
pera�c~oesem Zn . Isto ser�a estabelecidona pr�oxima proposi�c~ao. Sali-
entamos queo custo para realizar a multiplica�c~ao pode sermelhorado
desdeque um algoritmo mais e�ciente para realizar a multiplica�c~ao
e divis~ao nos inteiros seja utilizado 4.

Prop osi�c~ao 3.8.2. Seja n um inteir o positivo. Se a e b pertencem
a [n], ent~ao o custodecalcular a� b e a
 b �e respectivamente O(log n)
e O(log2 n).

Demonstra�c~ao. Sejak o n�umeroded��gitos den, isto �e, k = blognc+ 1.
Como a � b �e igual a a + b, quando a + b < n, ou (a + b) � n, quando

3O custo de encontrar este conjun to de n�umeros pode ser desprezado, pois a
adi�c~ao pode ser feita utilizando-se apenasa representa�c~ao de a na base2. Outros-
sim, o custo de encontrar cada um destes n�umeros �e O(k) e, como encontramos
no m�aximo k deles, o custo �nal para encontr�a-los a todos �e O(k2 ) | o que n~ao
altera o custo assint�otico do algoritmo da multiplica� c~ao.

4Veja, tamb�em, para uma discuss~ao sobre algoritmos mais e�cien tes para as
opera�c~oes com inteiros gigantes, o livro de Crandall e Pomerance [14]. Tanto a
multiplica� c~ao quanto a divis~ao podem ser realizadas em O(k(log k)O (1) ).
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a+ b � n, realizamos,no casoquerequero maior n�umerodeopera�c~oes,
uma adi�c~ao, uma compara�c~ao e uma subtra�c~ao de inteiros positivos
comno m�aximo k+ 1 d��gitos. Pelaproposi�c~ao3.8.1,o custoderealizar
cada uma destasopera�c~oes�e O(k) = O(log n). Conseq•uentemente, o
custo de realizar todas as tr ês tamb�em �e O(log n).

Observe que a 
 b �e igual ao resto da divis~ao de ab por n, que s~ao
inteiros positivos com no m�aximo 2k d��gitos. Pela proposi�c~ao 3.8.1,
o custo de realizar cadauma destasduasopera�c~oes�e O(log2 n). Por-
tanto, o custo da multiplica�c~ao em [n] �e O(log2 n).

Sejam m e n inteiros positivos. Neste par�agrafo, descreveremos
um algoritmo para calcular am em Zn ; onde a 2 [n].

No computador, a representa�c~ao de m �e na base2. Logo existem
r 0; r 1; : : : ; r k � 1; r k pertencentes ao conjunto f 0; 1g, com r k 6= 0, isto
�e, r k = 1, tais que

m = (r k r k � 1 � � � r 1r 0)2:

Ou seja
m = r k 2k + r k � 12k � 1 + � � � + r 121 + r 020:

Portanto,

am = ar k 2k + r k � 1 2k � 1 + ��� + r 1 21 + r 0 20

= ar k 2k
ar k � 1 2k � 1

� � � ar 1 21
ar 0 20

=
�

a2k
� r k

�
a2k � 1

� r k � 1

� � �
�

a21
� r 1

�
a20

� r 0

Como
�

a2i
� r i

�e igual a a2i
, quando r i 6= 0 (isto �e, r i = 1), ou 1,

quando r i = 0, temos que

am =
Y

i 2 [k+1]: r i 6=0

a2i
: (3.31)

Portanto, necessitamoscalcular

a20
; a21

; a22
; : : : ; a2k � 1

; a2k
em Zn : (3.32)

Comocadaelemento destaseq•uência�e igual aoquadradodo elemento
que o antecede,podemosencontrar todos os elementos de (3.32) rea-
lizando k multiplica�c~oesem Zn . (N~ao �e necess�ario calcular o primeiro
elemento, j�a que a20

= a1 = a.) Por (3.31), necessitamosrealizar no
m�aximo mais k multiplica�c~oesem Zn para calcular am .
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Teorema 3.8.3. Sejam m e n inteir os positivos. Se a 2 [n], ent~ao
pode-se calcular am em Zn realizando no m�aximo 2blogmc multi-
plica�c~oesem Zn . O custo de calcular am em Zn �e O(log m log2 n).

Demonstra�c~ao. Pelo par�agrafo anterior, realizamos no m�aximo 2k
multiplica�c~oes em Zn para calcular am em Zn . Como k + 1 �e o
n�umero de d��gitos de m na base2, temos que

k + 1 = blogmc + 1

eda�� k = blogmc. A primeira parte do resultado segue.Para concluir
a demonstra�c~ao do teorema, necessitamosapenasestimar o custo de
calcular am em Zn . Pela proposi�c~ao 3.8.2, cada multiplica�c~ao em
Zn tem custo O(log2 n). Portanto, o custo de realizar no m�aximo
2blogmc �e O(log m log2 n).

Salientamos que o custo da exponencia�c~ao �e polinomial apenas
em Zn , j�a que mantemos o controle do n�umero de d��gitos na re-
presenta�c~ao na base 2 de todos os elementos da seq•uência descrita
em (3.32), bem como de todos os produtos parciais obtidos quando
computamoso produto descrito em (3.31). (O resultado de uma mul-
tiplica�c~ao em Zn �e semprerepresentado por um dos poss��veis restos
da divis~ao por n, isto �e, tem a forma b, com b pertencea [n].) Caso
optemospor realizar exponencia�c~ao nos inteiros, o seucusto seriaex-
ponencial porque o n�umero de d��gitos iria duplicar a cada quadrado
computado. Em particular, caso a e m sejam inteiros positivos, o
n�umero de d��gitos de am �e aproximadamente

logam = m loga = 2log m loga:

Logo o n�umeroded��gitos deam �eexponencialno tamanho da entrada
do problema, que �e a e m. (Os n�umeros a e m ocupam respectiva-
mente blogac + 1 e blogmc + 1 posi�c~oesde mem�oria.)

Teorema 3.8.4. Seja n um inteir o positivo. Se a 2 [n]� e n �e
��mpar, ent~ao �e poss��vel decidir quandon �e pseudoprimocom respeito
a a realizando no m�aximo 2blognc multiplica�c~oes em Zn . O custo
destadecis~ao �e O(log3 n).

Demonstra�c~ao. Existem inteiros positivos r e m tais que m �e ��mpar
e n � 1 = 2r m. Lembre-se que n �e pseudoprimo com respeito a a
quando:
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(i) am = 1; ou

(ii) a2i m = � 1, para algum inteiro i tal que 0 � i � r � 1.

Portanto, para decidirmosquandon �e pseudoprimocom respeito a a,
necessitamoscalcular os elementos da seq•uência

am ; a21 m ; a22 m ; : : : ; a2r � 2 m ; a2r � 1 m em Zn : (3.33)

Ao percorrermos esta seq•uência da esquerdapara a direita, ao ele-
varmos o quadrado de um elemento, obtemoso seuconsecutivo, pois

�
a2i m

� 2
= a2�2i m = a2i +1 m :

A partir de am , necessitamosrealizar r multiplica�c~oesem Zn para en-
contrar toda a seq•uência. Pelo teorema3.8.3,am podesercomputado
com no m�aximo 2blogmc multiplica�c~oesem Zn . Conseq•uentemente,
s~ao necess�arias

r + 2blogmc � 2br + logmc = 2blog2r mc = 2blog(n � 1)c:

Pela proposi�c~ao 3.8.2,o custo de realizar todosestesprodutos em Zn

ser�a O(log3 n). O resultado segue,j�a que, pela proposi�c~ao 3.8.1,cada
uma das r compara�c~oesenvolvidas nesta decis~ao tem custo O(log n).

3.9 Quase decidindo primalidade em
temp o polinomial

Seja n um n�umero positivo ��mpar. Nesta se�c~ao, vamos apresentar
um algoritmo, desenvolvido por Rabin [45], que decidesen �e PRIMO
ou COMPOSTO. Quando a sa��da do algoritmo for n �e COMPOSTO, ent~ao
realmente n �e composto. Mas, seo algoritmo a�rmar que n �e PRIMO,
eventualmente pode ocorrer de n n~ao o ser. Isto �e, o algoritmo pode
falhar e detectar primalidade onde ela n~ao exista5.

5Em outras palavras, trata-se de um algoritmo de Monte Carlo baseado-no-n~ao
para o problema de se determinar se n �e primo.
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Entrada:
n: um inteiro ��mpar.

Sa��da:
PRIMOou COMPOSTO, decidindoa primalidadede n.

primalidade(n):
escolha,aleatoriamente, a1 ; a2 ; : : : ; a5k 2 [n]�

para i de 1 a 5k, fa�ca:
sen n~ao �e pseudoprimo com rela�c~ao a ai , retorne COMPOSTO

retorne PRIMO

Figura 3.1: Algoritmo de Rabin.

Tememosque, ap�os diversasse�c~oesvoltadas a puro ferramental
matem�atico, o leitor tenha se esquecidoque este texto destina-se�a
discuss~ao de algoritmos e t�ecnicasrandomizadase esteja se pergun-
tando sen~ao teria valido mais a pena| para dominar o problema da
primalidade que dele exigiu tamanha prepara�c~ao | ter estudadode
uma vez o algoritmo AKS, que a decide deterministicamente. Mais
uma vez, por�em, ressaltamosque a matem�atica necess�aria para com-
preendero AKS �e extremamentemais complexa. Ademais, como de
costume,a probabilidade de erro do algoritmo de Rabin pode ser es-
colhida t~ao pequenaquanto sequeira. Pode ser escolhida,inclusive,
como menor do que a probabilidade de que haja uma falha no hard-
ware do computador, de forma que sepode conseguirque a resposta
com ele obtida seja, para todos os efeitos, t~ao boa quanto a do AKS!

A �gura 3.1 apresenta o pseudo-c�odigo para o algoritmo de Rabin
para decidir primalidade.

Como j�a temos todo o material necess�ario, a an�alise do algoritmo
de Rabin �e deveras descomplicada.Pelo teorema 3.4.6, casoa sa��da
do algoritmo deRabin sejaCOMPOSTO, ent~aon �e realmente composto6.
Por outro lado, a chance de que um n composto seja pseudoprimo
para uma base qualquer considerada em uma itera�c~ao do la�co do
algoritmo �e inferior a 1

4 , como nos garante o teorema 3.7.1. Dessa

6Racioc��nio alternativ o: entradas em que n seja primo nunca levar~ao o algo-
ritmo a responder COMPOSTO.



i

i

\randomizados" | 2007/4/30 | 11:48 | page 82 | #88
i

i

i

i

i

i

82 [CAP. 3: PRIMALID ADE

forma, a probabilidade de que o algoritmo responda erroneamente
PRIMOser�a inferior a
�

1
4

� 5k

=
1

210k =
�

1
210

� k

=
�

1
1024

� k

<
�

1
1000

� k

=
�

1
103

� k

=
1

103k :

Portanto, a probabilidade global de erro do algoritmo de Rabin �e

" <
1

103k :

Para que esta probabilidade seja feita t~ao pequenaquando sequeira,
�e su�ciente escolhermosvaloresmaiores7 para k.

Pelo teorema 3.8.4, necessitamosrealizar no m�aximo

10k logn

multiplica�c~oes em Zn para executar o algoritmo de Rabin. Mais
ainda, o custodestealgoritmo ser�a O(k log3 n). Isto �e, ser�a polinomial
quandok for �xo. Casosejamutilizados algoritmos mais r�apidospara
executarasopera�c~oesdemultiplica�c~aoedivis~ao, o custo do algoritmo
de Rabin cai para O(k log2 n(log logn)O(1) ).

3.10 A imp ort ância de encontrar n�umeros
primos grandes: o RSA

Nesta �ultima se�c~ao, apresentamos o algoritmo RSA para criptogra-
�a, em que a capacidadede se encontrar primos grandestem papel
fundamental.

O alfabeto (conjunto decaracteres)utilizado �eo mesmopara todos
os usu�arios do sistemaatrav�esdo qual ser~ao transmitidas as mensa-
genscriptografadas pelo algoritmo (pode conter, por exemplo, todos
os s��mbolos dispon��veis em um teclado de computador). Como o al-
fabeto utilizado em nossaescrita, o alfabeto utilizado pelo RSA �e
ordenado. Assumamosque o alfabeto em quest~ao possuaL letras.
Est~ao �xos dois inteiros r e s, com r < s, para seremutilizados por
todos usu�arios.

7Para k = 10, a probabilidade de erro do algoritmo de Rabin j�a pode ser
considerada, para todos os efeitos, nula!
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Um usu�ario qualquer, que desejareceber mensagenscriptografa-
das pelo RSA, precisaescolherdois n�umerosprimos grandesp e q de
forma que

L r < pq < L s: (3.34)

Seja n = pq. Observe que � (n) = (p � 1)(q � 1). O usu�ario escolhe
um elemento e invers��vel em Z(p� 1)( q� 1) e calcula o seuinverso8 d em
Z(p� 1)( q� 1) . Isto �e,

ed = ed = 1 em Z(p� 1)( q� 1) : (3.35)

Podemosassumirque d e e s~ao inteiros em [(p� 1)(q� 1)]. O usu�ario
torna p�ublicas as \chaves" n; e (para codi�ca�c~ao) e mant�em secretaa
\chave" d (para decodi�ca�c~ao). Osprimos p eq podemserdestru��dos.

Para encaminhar uma mensagempara um usu�ario quedisponibili-
zou suaschavesp�ublicas n; e, utilizamos o seguinte algoritmo: divide-
se a mensagema ser cifrada em blocos com r letras (caso o �ultimo
bloco �que com menos de r letras, completa-seas posi�c~oes vazias
com a �ultima letra do alfabeto | que �e, em geral, um espa�co em
branco). Cada bloco B com r letras pode ser visto como um n�umero
inteiro n~ao-negativo b com at�e r d��gitos escrito na baseL (e tendo
como d��gitos as letras do alfabeto). Observe que b < L r e, sendo
assim, b 2 [n]. Calcula-seb0 = res(be; n). Como n < L s, o inteiro
n~ao-negativo b0 tem no m�aximo s d��gitos quando escrito na baseL .
Em particular, pode ser transformado em um bloco B 0 de s letras
na baseL . A mensagema ser encaminhada�e obtida substituindo-se
cada bloco B pelo bloco B 0 correspondente.

Para decifrar uma mensagemque chega, o usu�ario a quebra em
blocosde s letras, cadaum dos quais associado a um inteiro b0 < L s.
O algoritmo utilizado para cifrar estabelece b0 = res(be; n). Pelo
teorema 3.4.3,

b0d =
�

b
e
� d

= b
de

= b
�� (n )+1

=
�

b
� (n )

� �
b = b em Zn

(como d �e o inversode e em Z(p� 1)( q� 1) , temos que de = �� (n) + 1,
para algum � ). Portanto, com o conhecimento de d, obtemos b a
partir de b0, e a mensagemoriginal �e recuperada.

8Na se�c~ao 3.2 caracterizamos os elementos invers��veis de Z ( p� 1)( q� 1) e apre-
sentamos implicitamen te um algoritmo com custo polinomial para o c�alculo de
seu inverso.
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�E poss��vel mostrar que, casoalgu�em possuaum algoritmo para
sempre obter b a partir de b0 | isto �e, quebrando o sistema crip-
togr�a�co e lendo efetivamente as mensagens| , ent~ao este algu�em
conseguefatorar n rapidamente. Assume-se,no entanto, que esta
tarefa �e imposs��vel do ponto de vista computacional.

3.11 Exerc ��cios

1. Determine todos os divisores de zero em Z30.

2. Existem n�umeros inteiros a e b tais que 1 = 1514a + 1357b?

3. Em Z1514 , 1357 �e invers��vel? Em caso a�rmativ o, determine
seuinverso.

4. Em Z �
n , qual a ordem de a45 quando a ordem de a �e 132?

5. Qual o resto da divis~ao de 210123 por 17?

6. Encontre todas as ra��zesdo polinômio p(X ) = X 2 � 1 em Z32.
Resolva o mesmoproblema quando Z32 �e substitu��do por Z2n .

7. Encontre o menor inteiro positivo que deixa restos 5, 2 e 3
quando dividido respectivamente por 9, 10 e 11.

8. Qual o valor de � (1518)?

9. Encontre um geradorpara Z �
25. Determine a ordem de todosos

elementos de Z �
25.

10. Sejam p e n inteiros positivos. Quando p �e primo, mostre que
Z �

pn possuium gerador.

11. Mostre que a560 = 1 para todo a 2 Z �
561.

12. O inteiro 341 �e pseudoprimocom respeito a 2?

13. Calcule 7
917

em Z1234 .
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3.12 Notas bibliogr �a�cas

Uma boa descri�c~ao do AKS pode ser encontrada no artigo de Gran-
ville [27]. Caso desejeentender, com todos os detalhes, as raz~oes
pelasquais o algoritmo funciona, o leitor encontrar�a no livro de Cou-
tinho [13] uma excelente alternativa em l��ngua portuguesa.

Para uma discuss~aomaisdetalhadasobreo sistemadecriptogra�a
com chave p�ublica conhecidocomoRSA, outro livro de Coutinho [12]
constitui excelente escolhaem l��ngua p�atria. Pode-setamb�em recor-
rer ao livro de Koblitz [34], que �e escrito em inglês (e poder��amos
tentar adaptar, aqui, a piada de Ribenboim sobreestudar criptogra-
�a em uma linguagem cifrada! | veja a p�agina 104 de [47]).

Por �m, para o leitor interessadoem saber tudo sobre n�umeros
primos, indicamos o excelente livro de Crandall e Pomerance[14],
que incorpora os mais recentes avan�cos| incluindo o AKS | e traz
uma abordagemdetalhada dos aspectosalgor��tmicos envolvidos.
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Cap��tulo 4

Geometria
Computacional

Geometria computacional �e a �areada computa�c~ao que estudaa com-
plexidadede algoritmos, problemase estruturas de dadosde natureza
geom�etrica. O problema mais famoso�e talvez o fecho convexo, que
consiste em determinar o menor pol��gono convexo que cont�em um
dado conjunto de pontos.

Diversasraz~oes justi�cam o fato de os algoritmos randomizados
terem ganho import ância central no estudo da geometriacomputaci-
onal. Primeiro, algoritmos randomizadoss~ao, como j�a o observamos
nos cap��tulos anteriores, freq•uentemente mais simplese e�cientes na
pr�atica do queseusequivalentesdetermin��sticos. Segundo,algoritmos
randomizadospara problemasno plano geralmente seestendempara
espa�cos d-dimensionais,com pequenasmodi�ca�c~oes. Finalmente, os
algoritmos determin��sticos mais e�cientes para v�arios problemas fo-
ram obtidos a partir das de-randomiza�c~oes de algoritmos randomi-
zados. Por exemplo, o �unico algoritmo �otimo conhecidopara com-
puta�c~ao do fecho convexo em dimens~oes��mpares maiores que 3 �e a
de-randomiza�c~ao de um algoritmo randomizado incremental.

Devido �a natureza cont��nua dos problemas, o modelo computa-
cional mais utilizado �e o real RAM , onde opera�c~oesalg�ebricas com
n�umeros reais podem ser realizadasem tempo constante. Os algo-

87
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ritmos s~ao normalmente descritos de modo geom�etrico, sem entrar
em detalhes de implementa�c~ao de fun�c~oes como c�alculo de ângulos
e distâncias. Assume-seque qualquer computa�c~ao envolvendo um
n�umero constante de primitiv as geom�etricas pode ser realizada em
tempo O(1).

Tamb�em assume-seque a dimens~ao d do espa�co Euclidiano �e uma
constante. Portanto, um algoritmo cuja complexidade seja O(2dn)
tem suacomplexidadeescritacomoO(n). Depend̂enciasexponenciais
na dimens~ao do espa�co s~ao comuns. Sendoassim,a maior parte dos
algoritmos n~ao �e e�ciente para dimens~oesmuito altas.

Outra pr�atica comum em geometriacomputacional �e assumirque
a entrada do problema est�a em posi�c~ao geral. N~ao tentamos de�nir
formalmente posi�c~ao geral, mas a id�eia �e desconsiderarpropriedades
que se perdem com uma perturba�c~ao in�nitesimal da entrada. Por
exemplo, casoa entrada seja um conjunto de pontos, podemosassu-
mir que n~ao h�a tr êspontos colineares,ou que n~ao h�a quatro pontos
cocirculares. Casoa entrada sejaum conjunto de retas, podemosas-
sumir que n~ao h�a retas verticais, horizontais, ou duasretas paralelas.
Na maioria dos casos,assumir posi�c~ao geral n~ao altera a complexi-
dadedo problema e simpli�ca a explica�c~ao e a an�alisedosalgoritmos.

Na se�c~ao 4.1, apresentamos um algoritmo randomizadoincremen-
tal para o problema de programa�c~ao linear com um n�umero constante
de vari�aveis. Na se�c~ao 4.2, intro duzimos o conceito de fun�c~ao hash
randomizada, que utilizamos no algoritmo para obten�c~ao do par de
pontos mais pr�oximos descrito na se�c~ao 4.3. O leitor encontrar�a, na
se�c~ao 4.4, diversosexerc��cios algor��tmicos usando as t�ecnicasintro-
duzidas neste cap��tulo. E, como de costume, inclu��mos notas bibli-
ogr�a�cas e coment�arios mais avan�cadosna se�c~ao 4.5.

4.1 Programa� c~ao linear

Um problema de programa�c~ao linear com d vari�aveis consiste em
determinar o vetor d-dimensional X que maximiza a fun�c~ao linear
f = CX equesatisfazum sistemadedesigualdadeslinearesAX � B .
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Reescrevendo o problema semusar nota�c~ao matricial temos:

Maximizar: f = c1x1 + c2x2 + � � � + cdxd

Satisfazendo: a11x1 + a12x2 + � � � + a1dxd � b1
...
an 1x1 + an 2x2 + � � � + and xd � bn :

Geometricamente, cada desigualdadelinear representa um semi-
espa�co d-dimensional. A interse�c~ao dos n semi-espa�cos �e chamada
de regi~ao vi�avel. Maximizar a fun�c~ao linear f = CX satisfazendoas
desigualdadesAX � B consiste em determinar um ponto extremo
na dire�c~ao C, que esteja contido na regi~ao vi�avel. Um problema de
programa�c~ao linear com duasvari�aveisest�a ilustrado na �gura 4.1(a).

Concentramos nossaexplica�c~ao no casode apenasduas vari�aveis
(d = 2), mencionandobrevemente como estender o algoritmo para
um n�umero arbitr�ario de vari�aveis. Sem perda de generalidade,as-
sumimos que C = (1; 0), pois os demais casospodem ser reduzidos
ao casoC = (1; 0) rodando o espa�co (�gura 4.1(b)). Assim, estamos
interessadosem obter o ponto mais �a direita da interse�c~ao de um
conjunto de semiplanosS.

Existem doiscasosespeciaisemqueo probleman~aopossuisolu�c~ao.
O primeiro casoocorre quando a regi~ao vi�avel �e vazia (�gura 4.2(a))
e �e chamado de problemainvi�avel. O segundocasoocorre quando a
regi~ao vi�avel n~ao �e limitada do lado direito (�gura 4.2(b)) e �e cha-
mado de problemailimitado . Dizemosque dois semiplanoss1; s2 2 S
limitam o problemasea regi~ao formada por s1 \ s2 �e limitada do lado
direito.

O caso de o problema ser ilimitado �e o primeiro que tratamos.
Desejamosobter um algoritmo que ou diga que o problema �e ilimi-
tado ou encontre dois semiplanosque limitem o problema. Dado um
semiplanos, de�nimos N (s) comoo vetor unit�ario normal �a borda de
s e que aponta para o interior de s. De�nimos N 0(s) como o ângulo
entre N (s) e (� 1; 0), com � � < N 0(s) � � . Sejas1 o semiplanocom
N 0(s) � 0 que minimiza N 0(s) e s2 o semiplano com N 0(s) < 0 que
maximiza N 0(s). �E poss��vel provar que s1 e s2 limitam o problema se
N 0(s1) � N 0(s2) < � . O problema �e ilimitado ses1 ou s2 n~ao existir,
ou seN 0(s1) � N 0(s2) > � . O casoN 0(s1) � N 0(s2) = � �e mais deli-
cado, mas n~ao ocorre quando os semiplanosest~ao em posi�c~ao geral.
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� 2x � 10
C = (1; � 2)

� x � 2y � 2 x � y � 2

� 3y � 3

ponto m�aximo:
(1; � 1)

(a)

C = (1; 0)

(b)

Figura 4.1: (a) Interpreta�c~ao geom�etrica de um problema de pro-
grama�c~ao linear com duas vari�aveis. (b) O mesmo problema ap�os
rota�c~ao.

(a) (b)

Figura 4.2: (a) Problema de programa�c~ao linear invi�avel. (b) Pro-
blema de programa�c~ao linear ilimitado.
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Usandoo procedimento descrito no par�agrafo anterior, n~ao s�o po-
demosnosconcentrar apenasem problemaslimitados, comotamb�em
sabemos como obter duas restri�c~oes que limitam o problema, caso
elasexistam. Esta �e a condi�c~ao inicial do nossoalgoritmo incremen-
tal. A partir da��, acrescentamos asrestri�c~oesuma a uma, atualizando
o ponto extremo satisfazendoas restri�c~oes. De modo geral, um al-
goritmo randomizadoincremental primeiro resolve o problema para
um subconjunto pequenodos elementos da entrada e, a cada passo,
acrescenta um novo elemento da entrada escolhido aleatoriamente,
atualizando a solu�c~ao. Quando todos os elementos da entrada tiv e-
rem sido acrescentados, tem-sea solu�c~ao do problema.

Sejam s1; : : : ; sn os n semiplanosda entrada do problema, onde
s1, s2 s~ao um par de semiplanosque limitam o problema. De�nimos
Si = f s1; : : : ; si g e pi como o ponto mais �a direita da interse�c~ao de
semiplanosde Si . Iniciamos o algoritmo determinando o ponto p2. O
ponto p2 pode ser determinado resolvendo o sistema linear formado
pelasretas que de�nem a borda de s1 e s2. Para calcularmospn , que
�e a solu�c~ao do nossoproblema, o algoritmo procede calculando pi

incrementalmente, para i de 3 at�e n. Existem dois casosque podem
ocorrer: ou bem pi � 1 2 si , ou pi � 1 =2 si . Analisamos estesdois casos
separadamente.

Note que a regi~ao vi�avel de�nida por Si est�a contida na regi~ao
vi�avel de�nida por Si � 1, pois a regi~ao vi�avel de Si �e a interse�c~ao de
si com a regi~ao vi�avel de Si � 1. Conseq•uentemente, se pi � 1 2 si ,
ent~ao pi = pi � 1. Nestecaso,pi pode ser computado em tempo O(1).

Casopi � 1 =2 si , precisamosexaminar ossemiplanosde Si para de-
terminar o valor de pi . Fica comoexerc��cio provar que, seo problema
�evi�avel, ent~aopi est�a na borda desi . No casodeduasvari�aveis,�e f�acil
determinar o valor de pi , em tempo O(i ), examinando a interse�c~ao
de cada semiplano de Si � 1 com a reta formada pela borda de si .
�E poss��vel que, nesteprocedimento, n~ao encontremos nenhum ponto
vi�avel. Se isso ocorrer, podemosa�rmar que o problema �e invi�avel.
Vale notar que, no casode d vari�aveis, como a solu�c~ao se encontra
no subespa�co si , �e necess�ario resolver recursivamente um problema
de programa�c~ao linear com d � 1 vari�aveis.

Assim, para acrescentarmos um semiplanoa um problema com i
semiplanos,a complexidadede tempo �eO(i ) no pior caso.Para acres-
centarmos n semiplanos,um a um, come�cando com 2 semiplanos,a
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Entrada:
v: Vetor com n elementosa serempermutadosaleatoriamente.

Sa��da:
O vetor v permutado aleatoriamente.

Observa�c~oes:
rand(n): N�umero aleat�orio distribu��do uniformementede 0 a n � 1.

permuta�c~aoAleat�oria(v, n):
para i decrescendode n � 1 at�e 1

troca v[i ] com v[rand(i )]

Figura 4.3: Algoritmo que permuta aleatoriamente um vetor.

complexidadede tempo �e

T(n) =
nX

i =3

O(i ) = O(n2):

Desejamosreduzir o valor esperado da complexidade de tempo.
Para isto, permutamos aleatoriamente os semiplanosde s3 a sn . O
algoritmo para permutar aleatoriamente um vetor de n elementos em
tempo O(n) est�a descritona �gura 4.3. O pseudo-c�odigodo algoritmo
de programa�c~ao linear encontra-se na �gura 4.4.

Podemos escrever o valor esperado da complexidade de tempo
como

E[T(n)] =
nX

i =3

(qi O(i ) + (1 � qi )O(1)) ;

ondeqi �e a probabilidade de pi � 1 =2 si . Para determinarmosE[T(n)],
precisamoscalcular um limite superior para o valor de qi . Este limite
superior deve dependerapenasda permuta�c~ao aleat�oria dossemipla-
nos, e n~ao da entrada do problema.

A t�ecnica an�alise de tr�as para frente �e freq•uentemente utilizada
para analisar algoritmos incrementais randomizados. O algoritmo in-
cremental descrito parte de uma solu�c~ao inicial e segueacrescentando
um semiplanopor vez. Podemosimaginar esseprocessode tr�as para
frente, partindo da solu�c~ao do problema e removendo um semiplano
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Entrada:
S: Conjunto de n semiplanos.

Sa��da:
p: Ponto extremo direito na interse�c~ao dos semiplanosde S.

progLin(S):
determinar 2 semiplanoss1 , s2 que limitem o problema
ses1 , s2 n~ao existem:

retorne \p roblema ilimitado"
p  interse�c~ao das bordas de s1 e s2

fazer s3 ; : : : ; sn uma permuta�c~ao aleat�oria de S n f s1 ; s2g.

para i de 3 at�e n:
sep =2 si :

p  ponto extremo direito na borda de si e
contido na interse�c~ao de s1 ; : : : ; si � 1

sep n~ao existe:
retorne \p roblema invi�avel"

retorne p

Figura 4.4: Algoritmo que resolve o problema de programa�c~ao linear.

por vez, at�e chegar na solu�c~ao inicial. A cada passo,removemosum
semiplanoaleat�orio dentre i � 2 semiplanos,pois 2 semiplanosfazem
parte da solu�c~ao inicial. O valor de qi �e a probabilidade de remo-
vermos um dos 2 semiplanosque de�nem pi . Ent~ao conclu��mos que
qi � 2=(i � 2) = O(1=i). Assim, temos

E[T(n)] =
nX

i =3

(O(1=i)O(i ) + O(1)O(1)) =
nX

i =3

O(1) = O(n):

4.2 Fun�c~oes hash

Fun�c~oeshash, tamb�em chamadasde fun�c~oesde dispers~ao, n~ao s~ao um
t�opicoparticularmente geom�etrico. Entretanto, elasencontram diver-
sas aplica�c~oes dentro de geometria computacional, assim como nas
�areasmais diversasda computa�c~ao, de linguagensde programa�c~ao a
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teoria da complexidade. Dados um parâmetro inteiro m e um con-
junto de n�umeros inteiros C, uma fun�c~ao hash �e uma fun�c~ao h que
mapeia os elementos de C em n�umeros inteiros de 0 a m � 1. Cha-
mamos os elementos de C de chaves. Desejamosescolheraleatori-
amente uma fun�c~ao hash de modo que, se x e y s~ao duas chaves
distintas, ent~ao h(x) 6= h(y) com alta probabilidade (no caso, pelo
menos1 � 1=m).

Por exemplo,considereo conjunto de chavesC = f 7; 92; 1092g e o
parâmetro m = 3. Uma excelente fun�c~ao hash seria h(x) = x mod 3,
pois h(7) = 1, h(92) = 2, h(1092) = 0, de modo que h(x) 6= h(y)
sempre que x 6= y. Por�em, a fun�c~ao h(x) = x mod 3 funciona ex-
tremamente mal para certosconjuntos de chaves,comopor exemplo,
C = f 3; 33; 129g. Neste caso, temos h(x) = 0 para todo x 2 C. A
utiliza�c~ao de n�umeros aleat�orios permite construir fun�c~oeshash que
funcionem bem, no caso esperado, para qualquer conjunto de cha-
vesC, semnem mesmonecessitarmosexaminar o conjunto C.

Para construirmos uma fun�c~ao hash, primeiro determinamosum
n�umero primo p tal que p > x para todo x 2 C. A obten�c~ao de
tal n�umero primo n~ao �e tarefa trivial, por�em p pode ser obtido e�-
cientemente usando as t�ecnicasdescritas no cap��tulo 3, juntamente
com o postulado de Bertrand, que diz que, para todo x > 3, existe
um n�umero primo p tal que x � p � 2x � 2. Ap�os calcularmos p,
obtemosdois n�umerosinteiros aleat�orios a 2 [1; p � 1] e b 2 [0; p � 1].
De�nimos a fun�c~ao hash como

h(x) = res(res(ax + b;p); m);

onde res(x; y) representa, como na se�c~ao 3.1, o resto da divis~ao de x
por y. Para essafun�c~ao hash, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.2.1. Dadas duas chavesdistintas x; y 2 C, a probabili-
dadede h(x) = h(y) �e no m�aximo 1=m. A probabilidade �e obtida em
fun�c~ao dos valores aleat�orios a e b, independentedo valor de x e y.

Demonstra�c~ao. Nesta demonstra�c~ao usamosnota�c~ao e propriedades
estabelecidasno cap��tulo 3. De�nimos H (x) = a x + b em Zp. Con-
sidereduas chavesc1; c2 2 Zp. Temosque

H (c1) = a c1 + b e H (c2) = a c2 + b:
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Primeiro, mostramosque H (c1) = H (c2) see s�o sec1 = c2. Par-
tindo de H (c1) = H (c2), por de�ni�c~ao temos que a c1 + b = a c2 + b:
Pela exist̂encia de inverso aditiv o em Zp, temos que a c1 = a c2:
Como a 6= 0 e p �e primo, a possui inverso multiplicativ o em Zp.
Ent~ao conclu��mos que c1 = c2:

O pr�oximo passo�e mostrarmos que podemosdeterminar a e b em
fun�c~ao de c1, c2, H (c1) e H (c2). Subtraindo a c1 de H (c1) temosque

b = H (c1) � a c1:

Subtraindo H (c1) � H (c2) temos

H (c1) � H (c2) = a (c1 � c2):

Como c1 6= c2, ent~ao c1 � c2 possui inverso multiplicativ o em Zp.
Denotamoso inversomultiplicativ o de c1 � c2 por (c1 � c2) � 1. Segue
que

a = (c1 � c2) � 1(H (c1) � H (c2)) :

Note que existem p(p � 1) atribui�c~oesposs��veis para o par (a; b),
e existem tamb�em p(p� 1) pares(H (c1); H (c2)) com H (c1) 6= H (c2).
Sendo assim, existe uma correspond̂encia 1 para 1 entre (a; b) e
(H (c1); H (c2)). Como (a; b) �e escolhido aleat�oria e uniformemente
em (Z �

p; Zp), o par (H (c1); H (c2)) tamb�em �e escolhido aleat�oria e
uniformemente dentre paresde valoresdistintos em Zp.

A partir daqui, consideramosH (c1) e H (c2) como inteiros de 0
a p � 1, e n~ao mais como elementos de Zp. Temos que h(c1) =
res(H (c1); m) e h(c2) = res(H (c2); m). Queremosdeterminar a pro-
babilidade Pr [h(c1) = h(c2)] e sabemosque H (c1) 6= H (c2).

Se�xarmos o valor deH (c1), existemno m�aximo dp=me� 1 valores
poss��veis de H (c2) com H (c2) 6= H (c1) e h(c1) = h(c2). Como h�a no
total p � 1 valoresposs��veis para H (c2), ent~ao

Pr [h(c1) = h(c2)] �
dp=me� 1

p � 1
�

(p � 1)=m
p � 1

�
1
m

:

Corol �ario 4.2.2. Considere uma chavex 2 C, e um conjunto C0 �
C com jC0j � m. O valor esperado do n�umero de chavesy 2 C0 com
h(x) = h(y) �e menor que2, ou seja, E[jf y 2 C0 : h(x) = h(y)gj] < 2.
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Demonstra�c~ao. O valor esperado do n�umero de chaves y 2 C0 com
h(x) = h(y) �e a soma das probabilidades de h(x) = h(y) para as
chavesy 2 C0. Casox 2 C0, usandoo teorema 4.2.1,

E[jf y 2 C0 : h(x) = h(y)gj] � 1 +
jC 0j� 1X

i =1

1
m

= 1 +
jC0j � 1

m
< 2:

Casox =2 C0, e usandoainda o teorema 4.2.1,

E[jf y 2 C0 : h(x) = h(y)gj] �
jC 0jX

i =1

1
m

=
jC0j
m

� 1:

4.3 Par de pontos mais pr�oximos

Dado um conjunto P contendo n pontos de um espa�co Euclidiano d-
dimensional,�e natural perguntar qual o par de pontos mais pr�oximos,
isto �e, quais s~ao os dois pontos distintos p;q 2 P que minimizam a
distância jp � qj. Um algoritmo trivial para esteproblema tem com-
plexidade de tempo O(n2), simplesmente calculando as distâncias
entre todos os n(n � 1)=2 pares de pontos e escolhendoo par que
determina a distância m��nima. Entretanto, existem algoritmos mais
e�cientes. Por bastante tempo, o problema foi consideradocompleta-
mente solucionado,pois h�a diversosalgoritmos determin��sticos com
tempo O(n logn) e existe um limite inferior de 
( n logn) para o pro-
blema, mesmo no caso unidimensional. O limite inferior se refere
apenasa algoritmos determin��sticos e restritos a comparar resultados
de opera�c~oesalg�ebricas.

O piso de um n�umero real x �e denotado por bxc e �e de�nido
como o maior inteiro i tal que i � x. O piso n~ao �e uma opera�c~ao
alg�ebrica. Surpreendentemente, usandorandomiza�c~ao e computa�c~ao
de pisos, �e poss��vel resolver o problema em tempo O(n). Usando
pisos,massemusar randomiza�c~ao, �e poss��vel resolver o problema em
tempo O(n log logn). Descrevemosum algoritmo randomizado que
resolve o problema em tempo O(n). O algoritmo pode ser facilmente
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generalizadopara espa�cos d-dimensionais, mas nos restringimos ao
casobidimensional.

O algoritmo usa randomiza�c~ao de duas maneiras. Primeiro, usa
randomiza�c~ao explicitamente na escolhado ponto a ser amostrado a
cadaitera�c~ao. Segundo,usarandomiza�c~ao implicitamente atrav�esda
utiliza�c~ao de fun�c~oeshash (vide se�c~ao 4.2). Iniciamos com algumas
de�ni�c~oes que facilitam a descri�c~ao do algoritmo. O vizinho mais
pr�oximo de um ponto p (com respeito ao conjunto P), denotado por
vmp(p), �e o ponto p0 2 P n f pg que minimiza jp � p0j. De�nimos
f (p) = jp � vmp(p)j, ou seja, f (p) �e a distância do ponto p ao seu
vizinho mais pr�oximo.

A id�eia do algoritmo �e, a cada itera�c~ao, escolher um ponto p
aleatoriamente e remover de P todo ponto q com f (q) � f (p). Este
procedimento �e repetido at�e todos os pontos de P seremremovidos.
Note que f (p) limita superiormente a distância entre o par de pontos
mais pr�oximos. Conseq•uentemente, os pontos removidos n~ao podem
ser um dos pontos do par de pontos mais pr�oximos, a n~ao ser que p
seja um dos pontos do par de pontos mais pr�oximos. Quando todos
ospontos foram removidos, sabe-seque p e seuvizinho mais pr�oximo
s~ao de fato o par de pontos mais pr�oximos. O pseudo-c�odigo do
algoritmo encontra-se na �gura 4.5.

Entretanto, calcular f (q) leva tempo O(n), pois determinar o vi-
zinho mais pr�oximo de um ponto q exige examinar todos os demais
pontos de P. Assim, a primeira chamada da fun�c~ao removerPontos
leva tempo �( n2) ao calcular f (q) para todo q 2 P. Como a nossa
meta �e determinar o par de pontos mais pr�oximos em tempo O(n),
precisamosacelerara fun�c~ao removerPontos. Temosque remover do
conjunto P todosospontos q com f (q) � f (p), semcalcularmosf (q)
individualmente para cada ponto q 2 P.

Podemos, antes de iniciar o algoritmo, transladar e escalar os
pontos sem alterar o par de pontos mais pr�oximos. Portanto, assu-
mimos, semperda de generalidade,queospontos de P est~ao contidos
no quadrado unit�ario, ou seja, P � [0; 1]2. Imagine um quadriculado
dividindo o quadrado unit�ario em c�elulas de diâmetro f (p)=2 (e lado
f (p)=2

p
2). Chamamosa c�elula que cont�em um ponto q de c(q), e

de�nimos a adjaĉencia de uma c�elula c(q) comoa regi~ao formada por
c(q) e as no m�aximo 8 c�elulas no seuentorno (�gura 4.6). Note que,
sef (q) � f (p), ent~ao a adjaĉenciade c(q) cont�em somente o ponto q.
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Entrada:
P : Conjunto de n pontos.

Sa��da:
p, p0: Par de pontos mais pr�oximosde P.

pontosMaisPr�oximos(P):
enquantoP 6= ? :

p  ponto de P escolhidoaleatoriamente
p0  vmp(p)
P  removerPontos(P ,f (p))

retorne p, p0

removerPontos(P ,f p):
para cada q 2 P:

se f (q) � f p:
P  P n f qg

Figura 4.5: Primeira vers~ao do algoritmo que determina o par de
pontos mais pr�oximos.

Por outro lado, a adjaĉencia de c(q) conter somente o ponto q n~ao
signi�ca que f (q) � f (p), mas sim que f (q) � f (p)=2

p
2. Para

removermose�cientemente todo ponto q tal que a adjaĉencia de c(q)
cont�em somente q, usamosuma fun�c~ao hash e a fun�c~ao piso.

De�nimos uma fun�c~ao hash h com parâmetro m = n e con-
junto de chaves sendo o conjunto de todas as c�elulas do quadri-
culado, representadas por n�umeros inteiros como de�nido a seguir.
A fun�c~ao piso �e importante porque, para representar a c�elula de
um ponto q = (qx ; qy ) como um n�umero inteiro, fazemosc(q) =�
qx =(f (p)=2

p
2)

�
+ k

�
qy =(f (p)=2

p
2)

�
, ondek = 1+

�
1=(f (p)=2

p
2)

�
.

Criamos ent~ao um vetor v com n posi�c~oes inicializadas com um
conjunto vazio. O vetor v �e de�nido como um vetor de cole�c~oes
de conjuntos de pontos. Associamos cada ponto q 2 P a um dos
conjuntos em v[h(c(q))]. Desejamosque dois pontos perten�cam ao
mesmo conjunto se e s�o se pertencerem �a mesma c�elula, mas duas
c�elulas distintas podem ter o mesmo valor da fun�c~ao hash. Esta �e
raz~aodeassociarmosv[h(c(q))] a uma cole�c~ao deconjuntos, sendoum
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p
f(p)

f(p)/2

q

c(q)

adjacência de c(q)

par de pontos
mais próximos

vmp(p)

Figura 4.6: Divis~ao do plano por um quadriculado, com adjaĉencia
da c�elula do ponto q em cinza.

conjunto (de pontos) para cadac�elula distinta. Destemodo, a posi�c~ao
v[h(c(q))] armazenaas c�elulas cuja fun�c~ao hash tem valor h(c(q)), e
um dos conjuntos de v[h(c(q))] cont�em os pontos da c�elula c(q).

Usando o vetor v, podemosremover todo ponto q tal que a ad-
jacência de c(q) cont�em somente q. Para isso, examinamosum ele-
mento do conjunto de pontos | de modo a determinar a c�elula cor-
respondente | e o n�umero de pontos no conjunto | de modo a de-
terminar sea c�elula cont�em algum ponto que n~ao sejaq |, conforme
o pseudo-c�odigo da �gura 4.7.

Infelizmente, a fun�c~ao removerPontos remove pontos q com
f (p)=2

p
2 � f (q) � f (p). Deste modo, nossoalgoritmo n~ao encontra

necessariamente o par de pontos mais pr�oximos, mas sim uma apro-
xima�c~ao do par de pontos mais pr�oximos. Mais especi�camente, o
algoritmo encontra um par de pontos p;p0 cuja distância jp � p0j �e no
m�aximo 2

p
2 vezesa distância entre o par de pontos mais pr�oximos.

Antes demostrarmoscomoobter uma solu�c~aoexata para o problema,
a partir da solu�c~ao aproximada, analisamosa complexidadede tempo
do algoritmo.

Primeiro, analisamosa complexidade da fun�c~ao removerPontos.
Para mostrar que a fun�c~ao leva tempo O(n), precisamosmostrar
que a condi�c~ao se do loop mais interno �e avaliada O(n) vezes. O
n�umero de conjuntos C 2 v[h(x)] �e igual ao n�umero de c�elulas y com
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removerPontos(P ,f p):
P 0  fg
v[0 : : : (n � 1)]  fg
k  1 +

�
1=(f p=2

p
2)

�

sejac(q) =
�
qx =(f p=2

p
2)

�
+ k

�
qy =(f p=2

p
2)

�

para cada q 2 P:
para cada conjunto C 2 v[h(c(q))]

sec(C[0]) = c(q)
C = C [ f qg

seq n~ao foi adicionadoa nenhumconjunto C
v[h(c(q))] = v[h(c(q))] [ ff qgg

para cada q 2 P:
r emover  1
para cada c�elula x na adjaĉenciade c(q):

para cada conjunto C 2 v[h(x)]
sec(C[0]) = x e (c(C[0]) 6= c(q) ou jCj > 1)

r emover  0
se r emover 6= 1:

P 0  P 0 [ f qg
retorne P 0

Figura 4.7: Fun�c~ao que remove todos os pontos que n~ao possuem
nenhum outro ponto na adjaĉencia de sua c�elula em tempo O(n).

h(y) = h(x). Pelo corol�ario 4.2.2, o valor esperado do n�umero de
c�elulas y com h(y) = h(x) �e no m�aximo 2. O n�umero de c�elulas
na adjaĉencia de uma c�elula qualquer �e no m�aximo 9. Portanto, a
condi�c~ao sedo loop mais interno �e avaliada no m�aximo 18 vezespor
ponto de P e, conseq•uentemente, a fun�c~ao removerPontos leva tempo
esperado O(n).

Desejamosanalisar a complexidade do algoritmo da �gura 4.5
usando a fun�c~ao removerPontos. Note que, a cada itera�c~ao, o con-
junto P pode ser ordenadosegundoo valor de f (p) para cada p 2 P.
Escolhemosum ponto p aleatoriamente. Portanto, no casoesperado,
pelo menosmetade dos pontos q 2 P tem f (q) � f (p), sendoent~ao
removidos. O algoritmo termina quando n~ao h�a mais pontos em P.
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Sendoassim, limitamos o valor esperado da complexidadede tempo
usandoa linearidade da esperan�ca:

E[T(n)] �
1X

i =0

O(n=2i ) = O(n):

Voltamos agoraao problema do algoritmo analisadon~ao determi-
nar o par de pontos mais pr�oximos, mas sim uma aproxima�c~ao do
par de pontos mais pr�oximos. Para obtermos o par de pontos mais
pr�oximos a partir da aproxima�c~ao, usamosum quadriculado e fun�c~ao
hash novamente. Seja a a distância entre o par de pontos retornada
pelo algoritmo aproximado. Criamos um quadriculado com c�elulas
de lado a e usamosa fun�c~ao hash para organizar os pontos em um
vetor, do mesmomodo que feito anteriormente. Para cada ponto q,
determinamos o ponto mais pr�oximo de q na adjaĉencia da c�elula
que cont�em q, sehouver. Note que, comoa �e um limite superior para
a distância entre o par de pontos mais pr�oximos, e as c�elulas t êm
lado a, sabemosque o par de pontos mais pr�oximos encontra-se em
c�elulas adjacentes.

Para analisarmosa complexidadedo algoritmo, precisamossaber
o n�umero m�aximo de pontos que podem pertencer a uma mesma
c�elula do quadriculado. Sabemosque n~ao h�a dois pontos mais pr�oxi-
mosquea=2

p
2, j�a quea �euma aproxima�c~aodefator 2

p
2 da distância

do par de pontos mais pr�oximos. Dividimos uma c�elula do quadri-
culado em 16 sub-c�elulas de diâmetro a=2

p
2 (�gura 4.8). Como n~ao

h�a dois pontos mais pr�oximos que a=2
p

2, cada sub-c�elula pode ter
no m�aximo 1 ponto, e uma c�elula pode ter no m�aximo 16 pontos.
Usando o corol�ario 4.2.2 de maneira an�aloga �a anterior, mostramos
que esta rotina leva tempo O(n) | e obtemoso par de pontos mais
pr�oximos em tempo O(n).
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a=4

a=4

a

a

a=2
p

2

Figura 4.8: Divis~ao de uma c�elula em 16 sub-c�elulas com no m�aximo
um ponto por sub-c�elula.

4.4 Exerc ��cios

1. Escreva algoritmos randomizadosincrementais, com complexi-
dade de tempo O(n), para os seguintes problemas:

(a) Dado um conjunto de n pontos P, e um ponto p 2 P,
determinar o menor c��rculo C que cont�em todosospontos
de P, tal que p pertence�a borda de C.

(b) Dado um conjunto de n pontos P, determinar o menor
c��rculo C que cont�em todos os pontos de P.

2. Dadosdois conjuntos de pontos P1; P2, separadospor uma reta
vertical, chamamosde ponte a reta r que cont�em dois pontos
p1 2 P1 e p2 2 P2, de modo que todos os demais pontos de
P1 [ P2 est~ao abaixo de r . Escreva um algoritmo randomizado
incremental que determina a ponte em tempo O(jP1j + jP2j).

3. Dado um conjunto de n chaves inteiras C, uma fun�c~ao hash h
�e dita perfeita quando h(x) 6= h(y) para todo par de chaves
distintas x; y. Nesteexerc��cio, voĉe deve escrever e analisar um
algoritmo que, dado um conjunto C, obtenha uma fun�c~ao hash
perfeita h : C ! f 0; : : : ; m � 1g. A fun�c~ao h deve poder ser
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avaliada em tempo O(1). Forne�ca inicialmente um algoritmo
de Monte Carlo e, em seguida,converta estealgoritmo em um
algoritmo de Las Vegas.Considereque o parâmetro m �e:

(a) m = O(n2);

(b) m = O(n). (Dica: usedois n��veis de fun�c~oeshash.)

4. Escreva um algoritmo que, dados um conjunto de pontos P e
um n�umero real r , liste todos os paresde pontos p1, p2 tal que
jp1 � p2j � r . O seualgoritmo deve ter complexidadede tempo
O(n + k), onde k �e o n�umero de pontos listados.

5. Modi�que o algoritmo quedetermina o par de pontos mais pr�o-
ximos para funcionar em espa�cosd-dimensionais,onded �e cons-
tante.

4.5 Notas bibliogr �a�cas

Diversoslivros estudamalgoritmos randomizadosem geometriacom-
putacional. De Berg, van Kreveld, Overmars e Schwarzkopf [15] fa-
zemuma excelente intro du�c~aoaoestudodegeometriacomputacional,
cobrindo diversosalgoritmos randomizados,entre eleso algoritmo de
programa�c~ao linear apresentado aqui. Motwani e Raghavan [41] ana-
lisam um granden�umerodealgoritmos randomizadosdeprograma�c~ao
linear, geometria computacional e fun�c~oeshash. Mulmuley [42] in-
tro duz problemasfundamentais de geometria computacional usando
algoritmos randomizados. Em l��ngua portuguesa, Figueiredo e Car-
valho [22] e tamb�em Rezendee Stol� [46] escreveram �otimos textos
intro dut�orios de geometria computacional.

O algoritmo de programa�c~ao linear apresentado aqui foi desco-
berto por Seidel [49]. Caso consideremosa dimens~ao d como uma
vari�avel assint�otica, a complexidadede tempo �e O(d! n). Outros al-
goritmos randomizados s~ao mais e�cientes em fun�c~ao de d, tendo
complexidadescomo O(d2n + e

p
d ln d) [37].

Fun�c~oes hash vêm sendo estudadas na ciência da computa�c~ao
desdea d�ecadade 50 e costumam ser apresentadas em livros intro-
dut�orios de algoritmos [11, 32]. Knuth [33] cobrefun�c~oeshash,por�em
considerandoa distribui�c~ao probabil��stica das chaves. Fun�c~oeshash
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que garantem resultados probabil��sticos independentemente da dis-
tribui�c~ao das chavesforam intro duzidas por Carter e Wegman[4].

O algoritmo cl�assico para o par de pontos mais pr�oximos leva
tempo O(n logn) e�ebaseadono paradigmadedivis~aoeconquista[43].
A primeira solu�c~ao randomizada foi descoberta por Rabin [44] e leva
tempo O(n). Um algoritmo determin��stico que usa a fun�c~ao piso e
leva tempo O(n log logn) foi descoberto por Fortune e Hopcroft [23].
Khuller e Matias [31] descobriramo algoritmo descrito aqui.

Grande parte dos algoritmos randomizadospara geometria com-
putacional possuemvers~oesde-randomizadascom complexidadessi-
milares. Chazellee Friedman [6] intro duziram diversast�ecnicaspara
de-randomizar algoritmos geom�etricos. Matou�sek [36] compilou di-
versosresultados de de-randomiza�c~ao em geometria computacional.
O algoritmo randomizadoincremental para o fecho convexoemtempo
�otimo O(nb(d� 1)=2c + n logn) foi descoberto por Clarkson e Shor [7]
e de-randomizadopor Chazelle [5].
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Cap��tulo 5

O M �eto do
Probabil ��stico

Algoritmos randomizados,al�em de poderem oferecerbom custo-be-
nef��cio na solu�c~ao de problemas combinat�orios, intro duziram uma
poderosa ferramenta para provas de exist̂encia: o chamado m�etodo
probabil��stico. A id�eia �e utilizarmos algoritmos randomizados e as
probabilidades a elesassociadas para provar (com certeza!) a exis-
t ência de determinada propriedade ou objeto. A se�c~ao 5.1 discute
o m�etodo da probabilidade positiva e o m�etodo da esperan�ca para
provas de exist̂encia, exempli�cando-os com problemasde teoria dos
grafos.

Em alguns casos,�e tamb�em poss��vel de-randomizar algoritmos
randomizados, obtendo algoritmos determin��sticos cuja corretude �e
provada pelo m�etodo probabil��stico. A se�c~ao 5.2 apresenta o m�etodo
das esperan�cas condicionais para a obten�c~ao de algoritmos deter-
min��sticos a partir de algoritmos randomizados.

5.1 Pro vas de exist ência

Imagine-senum pa��s desconhecidosobrecuja moedavoĉe nada sabe.
H�a um ba�u contendo moedas locais. Voĉe desconhecetotalmente
quais sejam os valores das moedasexistentes naquele pa��s. Ora, se

105
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um nativo lhe informa que �e nula a probabilidade de que uma moeda
retirada do ba�u ao acasoseja uma moeda de, digamos, 3 dinheiros,
isso n~ao lhe agrega muita informa�c~ao quanto aos tip os de moedas
emitidas naquelepa��s. Sequerpoderia voĉe concluir que n~ao existem
moedas locais de 3 dinheiros, pois �e bem poss��vel que aquele ba�u,
em particular , n~ao tenha sido abastecidocom moedaalguma daquele
valor. Por outro lado, seo nativo lhe informasseserpositiva a proba-
bilidade de que uma moeda retirada ao acasofosseuma moeda de 3
dinheiros, ele estaria lhe informando, n~ao h�a d�uvida, que existe pelo
menos uma moeda de tr ês dinheiros no sistema monet�ario daquele
pa��s! Note bem que n~ao importa qual seja aquela probabilidade,
contanto seja estritamente maior do que zero | existe a tal moeda!

Suponha agora que voĉe, naquele mesmo pa��s desconhecido,se
interessepelos sal�arios pagos aos professoresde matem�atica locais.
Voĉe toma conhecimento deum estudoquerevelaquea m�ediasalarial
da classedosprofessoresdematem�atica1 �ede500dinheiros. Ora, este
dado traz consigo duas informa�c~oes extras: existe algum professor
de matem�atica ganhando 500 dinheiros ou menos; e existe algum
professorde matem�atica ganhando500 dinheiros ou mais.

Essesdois exemplosilustram asestrat�egiasde prova mais simples
baseadasno m�etodo probabil��stico. Nas notas bibliogr�a�cas, indica-
mos onde encontrar o lema Local de Lov�asz e o m�etodo do segundo
momento, que s~ao ferramentas de prova mais so�sticadas.

5.1.1 O m�eto do da probabilidade positiv a

Seja K 40 o grafo completo2 de 40 v�ertices. Deseja-sesaber se �e
poss��vel 2-colorir suas

� 40
2

�
= 780 arestas3 de forma que n~ao haja

nenhuma clique monocrom�atica4 de tamanho maior ou igual a 8.

1O mesmo que o valor esperado, ou esperan�ca, da vari�avel aleat�oria S de�nida
como o sal�ario de um professor de matem�atica sorteado aleat�oria e uniformemen te
do univ erso de professoresde matem�atica daquele pa��s.

2Um grafo �e completo se cada um de seus v�ertices �e adjacente a todos os
demais v�ertices do grafo.

3Uma d-colora�c~ao em arestas �e uma fun�c~ao do conjun to de arestas de um grafo
em um conjun to qualquer de d elementos, ditos \cores".

4Uma clique de um grafo �e um subgrafo completo. Uma clique �e mono-
crom�atica, no contexto da colora�c~ao de arestas, se todas as suas arestas possuem
a mesma cor.
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Entrada:
G: um grafo.

Sa��da:
Uma 2-colora�c~ao de G.

colora�c~ao(G):
para cada aresta a do grafo G:

jogue uma moeda
secara, pinte a de azul; secoroa, pinte a de amarelo

retorne a colora�c~ao assimobtida

Figura 5.1: Algoritmo randomizado para 2-colorir um grafo.

Seja o espa�co amostral constitu��do de todas as 2780 2-colora�c~oes
poss��veispara o K 40. Semostrarmos que, ao selecionarmosrandomi-
camente um elemento daqueleespa�co amostral, �e estritamente posi-
tiva a probabilidade de que aqueleelemento possuaa caracter��stica
desejada, isto �e, trate-se de uma 2-colora�c~ao em arestas que n~ao
cont�em cliquesmonocrom�aticas de tamanho maior ou igual a 8, ent~ao
teremosprovado que tal colora�c~ao existe.

Voltemos nossaaten�c~ao, agora, para o algoritmo randomizadoda
�gura 5.1.

Qual a probabilidade da resposta obtida por uma chamada a co-
lora�c~ao(K 40) atenderaocrit �erio den~aoconter cliquesmonocrom�aticas
grandes?

Notemos,em primeiro lugar, que n~ao possuir cliquesmonocrom�a-
ticas de tamanho maior ou igual a 8 �e exatamente o mesmoque n~ao
possuir cliquesmonocrom�aticas de tamanho igual a 8 (convidamos o
leitor a conferir, mentalmente, estaequivalência). Ora, chamemosCi ,
i = 1; : : : ;

� 40
8

�
, �as cliques de tamanho 8 de nossoK 40 e seja M i o

evento em que as arestasde Ci s~ao todas azuis ou todas amarelasna
colora�c~ao retornada pelo nossoalgoritmo. �E facil ver que

Pr [M i ] =
1

2(8
2) � 1

= 2� 27:
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Estamos interessadosem

Pr

2

6
4

(40
8 )\

i =1

M i

3

7
5 = 1 � Pr

2

6
4

(40
8 )[

i =1

M i

3

7
5 :

Pelo limite da uni~ao, temos

Pr

2

6
4

(40
8 )[

i =1

M i

3

7
5 �

(40
8 )X

i =1

Pr [M i ] =

� 40
8

�

227 < 0;573:

Chegamos,portanto, a

Pr

2

6
4

(40
8 )\

i =1

M i

3

7
5 > 1 � 0;573= 0;427> 0:

Conclui-se,assim,que existe uma tal colora�c~ao.
O mesmo racioc��nio nos permite provar a exist̂encia de 2-colo-

ra�c~oespara o K 5817 onde n~ao h�a cliques monocrom�aticas de tama-
nho 20 (a probabilidade utilizada na prova pelom�etodo probabil��stico
�e maior que0;00233,portanto ainda estritamente positiva). Nada po-
der��amosconcluir sobrea exist̂enciade 2-colora�c~oespara o K 5818 sem
cliques monocrom�aticas de tamanho 20.

De�ne-se um espa�co probabil��stico e prova-se positiva a
probabilidadedeum objetoselecionadoaleatoriamente pos-
suir determinada propriedade| conclui-se queexisteum
objeto com a propriedadeem quest~ao.

5.1.2 O m�eto do da esperan�ca

O problema do corte m�aximo de um grafo �e NP-dif��cil. Um corte
�e uma parti�c~ao dos v�ertices de um grafo em dois conjuntos, onde o
n�umero de arestas que liga um v�ertice de um dos conjuntos a um
v�ertice do outro conjunto constitui o tamanho do corte.

Sendodif��cil obter o tamanho do corte m�aximo, pode-sedesejar
saber seh�a algum corte grande,ou seja,contendo um n�umerom��nimo
de arestas,ainda que n~ao seja esten�umero o maior poss��vel.
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Entrada:
G: um grafo.

Sa��da:
Um corte de G.

corte(G):
crie dois conjuntos A e B inicialmente vazios
para cada v�ertice v do grafo, jogue uma moeda

secara, coloque v em A; secoroa, coloque v em B
retorne o corte assimobtido

Figura 5.2: Algoritmo randomizado para obter um corte.

Usando o m�etodo probabil��stico, consegue-seprovar que h�a sem-
pre um corte de tamanho maior ou igual a m=2, isto �e, �a metade do
n�umero de arestasdo grafo.

Seja o algoritmo randomizado da �gura 5.2 para encontrar um
corte em um grafo.

Estamos interessadosno valor esperado da vari�avel aleat�oria
C(A; B ) de�nida como o tamanho do corte dessaforma obtido.

Criemos um indicador de Bernoulli X i , para cada aresta ai do
grafo, de�nido como

X i =
�

1; seai conectaA a B ;
0; casocontr�ario:

A esperan�ca de cada X i �e igual a probabilidade de ai ligar A
a B , que �e a probabilidade de que osextremosde ai n~ao tenham sido
colocadosno mesmoconjunto, isto �e, 1/2.

�E f�acil ver que

E [C(A; B )] = E

"
mX

i =1

X i

#

=
mX

i =1

E[X i ] =
m
2

:

Portanto, existe corte de tamanho maior ou igual a m=2.
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De�ne-se um espa�co probabil��stico e obt�em-sea esperan-
�ca E[X ] = � de uma vari�avel aleat�oria X de�nida para
aqueleespa�co | conclui-se que s~ao positivas Pr [X � � ]
e Pr [X � � ] e, portanto, existe elementonaqueleespa�co
para o qual X tem valor menor ou igual a � e existe ele-
mento naqueleespa�co para o qual X tem valor maior ou
igual a � .

5.2 De-randomiza� c~ao

Na prova de exist̂encia de cortes com pelo menosmetade do n�umero
de arestasde um grafo, e embora n~ao tenhamos atentado para este
fato, estivemosdiante de um algoritmo de Las Vegaspara localizar
um corte com pelo menosaquelen�umero de arestas. O pseudo-c�odigo
de tal algoritmo encontra-se na �gura 5.3.

Cadaitera�c~aodo la�coprincipal do algoritmo da �gura 5.3encontra
um corte de tamanho maior ou igual a m=2 com probabilidade p.
O n�umero de itera�c~oesat�e que seja encontrado o primeiro corte de
tamanho maior ou igual a m=2 �e, portanto, uma vari�avel geom�etrica
cuja esperan�ca �e 1/p. Calculando p, chegamosfacilmente ao tempo
esperado de execu�c~ao de nossoalgoritmo de Las Vegas.

Queremoscalcular p = Pr [C(A; B ) � m
2 ].

Sabemosque
m
2

= E[C(A; B )]

=
m= 2� 1X

i =0

i Pr [C(A; B ) = i ] +
mX

i = m= 2

i Pr [C(A; B ) = i ]:

A primeira parcela acima �e menor ou igual a

(m=2 � 1)
m= 2� 1X

i =0

Pr [C(A; B ) = i ] = (m=2 � 1)(1 � p)

e a segundaparcela �e menor ou igual a

m
mX

i = m= 2

Pr [C(A; B ) = i ] = mp:
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Entrada:
G: um grafo.

Sa��da:
Um corte de G com pelo menosmetadede suasarestas.

corteGrandeLasVegas(G):
repita:

crie dois conjuntos A e B inicialmente vazios
para cada v�ertice v do grafo, jogue uma moeda

secara, coloque v em A; secoroa, coloque v em B
seo tamanho do corte �e maior ou igual a m=2, retorne-o

at�e que um corte seja retornado

Figura 5.3: Algoritmo randomizado para obter um corte grande.

Portanto,
m
2

�
� m

2
� 1

�
(1 � p) + mp;

implicando

p �
1

1 + m
2

e um valor esperado menor ou igual a 1 + m=2 para o n�umero de
itera�c~oesem uma execu�c~ao do algoritmo.

Veremos,agora,uma maneira de de-randomizar o algoritmo para
encontrar cortes grandesde forma determin��stica.

5.2.1 O m�eto do das esperan�cas condicionais

A id�eia central do m�etodo dasesperan�cascondicionais�e quasegenial
de t~ao simples: seh�a um algoritmo que, fazendoescolhasrandômicas
a cada passo,resulta num valor esperado � para uma certa vari�avel
aleat�oria X , podemosretirar a aleatoriedadedo algoritmo, ajudando-
o, por assim dizer, a tomar as decis~oes que garantam que o valor
atribu��do a X n~ao ser�a \pior" (menor ou maior, dependendodo que
sedeseje)do que � .
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Seja o algoritmo da �gura 5.2. O corte retornado, quando os
v�ertices s~ao, um a um, colocadosaleatoriamente em A ou B tem ta-
manhoesperado m=2 | podendo,evidentemente, sermaior ou menor
que m=2 numa itera�c~ao em particular.

Seja, agora, Ek [X ] = E[X j Y1; Y2; : : : ; Yk ] a esperan�ca de X
condicionadaao fato de que os primeiros k v�ertices j�a foram, �aquele
momento, posicionadosem A ou B (a vari�avel aleat�oria Yi assumeo
valor simb�olico \A" ou \B" de acordo com o conjunto em que vi foi
posicionado). Note que E[X ] = E0[X ] = m=2.

Pensemosno momento em que o (k + 1)-�esimo v�ertice vk+1 ser�a
colocado em A ou B , segundo o lan�camento da moeda. Ora, se
pud�essemosabandonar a moeda e escolher deterministicamente o
conjunto emquevk+1 ser�a posicionado,deforma a garantir Ek+1 [X ] �
Ek [X ], ent~ao ter��amos,por indu�c~ao em k, um m�etodo determin��stico
que posicionaria todos os n v�ertices do grafo em A ou B de forma a
garantir que o tamanho do corte retornado no �nal, ou En [X ], seria
maior ou igual a E0[X ] = m=2.

Em outras palavras, queremosprovar | por indu�c~ao no n�umero
de v�ertices j�a posicionadosem passosanteriores | que �e poss��vel,
a cada passo,escolherdeterministicamente o conjunto em que cada
v�ertice ser�a posicionado,de forma a obter um corte de tamanho maior
ou igual ao valor esperado m=2 para o tamanho do corte que seria
retornado pelo algoritmo randomizado. A prova por indu�c~ao tem a
seguinte estrutura:

base: E[X j Y1 = \A" ] = E0[X ], por simetria (o primeiro v�ertice
consideradopode ser colocado em A ou B indistin tamente).

passoindutivo : Ek+1 [X ] � Ek [X ], o que ser�a garantido ao seesco-
lher deterministicamente a posi�c~ao de vk+1 .

conclus~ao: o corte retornado pelo algoritmo de-randomizado tem
tamanho En [X ] � E0[X ] = m=2.

A estrat�egia ditada pelo m�etodo das esperan�cascondicionaisnos
garantir�a o passoindutiv o exposto acima, permitindo-nos, portanto,
de-randomizar o algoritmo original. Mas como consegui-lo? Como
fazer todas as escolhasde forma garantidamente n~ao-pior do que o
faria uma sucess~ao de lan�camentos da moeda?
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Entrada:
G: um grafo.

Sa��da:
Um corte de G com pelo menosmetadede suasarestas.

corteGrande(G):
sejamA e B dois conjuntos inicialmente vazios
posicionev1 arbitrariamente em A
para cada v�ertice vi ; i = 2; : : : ; n fa�ca

sevi possuimenosvizinhosem A do que em B
coloque vi em A

sen~ao coloque vi em B
retorne o corte assimobtido

Figura 5.4: Algoritmo de-randomizadopara obter um corte grande.

Ora, se o posicionamento de vk+1 �e de�nido pelo lan�camento de
uma moeda, ent~ao

Ek [X ] = E[X j(Y1; : : : ; Yk ) \ (Yk+1 = \A" )] � Pr [Yk+1 = \A" ]

+ E[X j(Y1; : : : ; Yk ) \ (Yk+1 = \B" )] � Pr [Yk+1 = \B" ]

= E[X j(Y1; : : : ; Yk ) \ (Yk+1 = \A" )] �
1
2

+ E[X j(Y1; : : : ; Yk ) \ (Yk+1 = \B" )] �
1
2

=
1
2

f E[X j(Y1; : : : ; Yk ) \ (Yk+1 = \A" )]

+ E[X j(Y1; : : : ; Yk ) \ (Yk+1 = \B" )]g :

Dessaforma, o maior entre E[X j(Y1; : : : ; Yk ) \ (Yk+1 = \A" )] e
E[X j(Y1; : : : ; Yk ) \ (Yk+1 = \B" )] �e necessariamente maior do que
Ek [X ], e s�o o que nossoalgoritmo de-randomizado precisar�a fazer
para \n~ao fazer pior do que a moeda" �e saber avaliar o maior dentre
E[X j(Y1; : : : ; Yk )\ (Yk+1 = \A" )] eE[X j(Y1; : : : ; Yk )\ (Yk+1 = \B" )]
para escolhero conjunto A ou B para posicionar vk+1 . �E f�acil ver
que a escolhado destino de vk+1 que maximiza Ek+1 [X ] �e aquele
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em que vk+1 �e colocado no conjunto (A ou B ) que possuamenos
vizinhos de vk+1 , contribuindo assim com o maior n�umero poss��vel
de arestaspara o corte (isto �e, ligando A a B ). Desempatespodem
ser resolvidosarbitrariamente.

Nossoalgoritmo �ca, portanto, como mostrado na �gura 5.4.
N~ao h�a, portanto, em momento algum, qualquer experimento

aleat�orio a ditar-lhe os passos| e o corte retornado tem tamanho,
como seprovou, maior ou igual a m=2.

Nem sempre �e f�acil, ou sequer poss��vel, de-randomizar
um algoritmo utilizando o m�etodo das esperan�cas condi-
cionais.

5.3 Exerc ��cios

1. O problema da satisfatibilidade (SAT) foi o primeiro problema
sabidamente NP-completo, comoprovadopor Cook [8] em1971.
Trata-sede descobrirseuma express~ao booleana| envolvendo
apenas vari�aveis, parênteses e os operandos para conjun�c~ao
(AND ), disjun�c~ao (OR) e nega�c~ao (NOT ) | pode ser satis-
feita, isto �e, se existe alguma atribui�c~ao de valor �as vari�aveis
booleanasenvolvidas que fa�ca com que a express~ao inteira te-
nha valor VERDADEIR O. Mesmo a vers~ao do problema em
quea express~ao �e dada na forma normal conjuntiva5 com 3 lite-
rais por cl�ausula (chamada3-SAT) �e ainda NP-completa, como
provado por Karp no seu famoso texto dos 21 problemas [29].
Abaixo um exemplo de entrada para o 3-SAT com 4 cl�ausulas
em 5 vari�aveis:

(x1 OR x2 OR x5) AND
(x2 OR x3 OR x4) AND
(x3 OR x4 OR x5) AND
(x1 OR x4 OR x5).

5Express~oes booleanas na forma normal conjun tiv a apresentam-se como uma
conjun�c~ao de cl�ausulas, cada qual uma disjun�c~ao de literais. Literais s~ao vari�aveis
booleanas ou suas nega�c~oes. Indicamos por x a nega�c~ao da vari�avel x, isto �e,
NOT (x).
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Mostre, pelo m�etodo probabil��stico, que, para toda entrada
de 3-SAT com n vari�aveis e m cl�ausulas, h�a sempre alguma
atribui�c~ao booleanax 2 f 0; 1gn que satisfaz pelo menos7m=8
cl�ausulas.

2. O n�umero de Ramsey R(r; s) �e o menor inteiro para o qual �e
verdade que, dado um grafo completo G com R(r; s) v�ertices
ou mais e cujas arestasest~ao particionadas em dois conjuntos
(o conjunto das arestas\amarelas" e o das arestas\azuis", por
exemplo), G possui um subgrafo completo de r v�ertices cujas
arestas s~ao todas \amarelas" ou um subgrafo completo de s
v�ertices cujas arestass~ao todas \azuis".

(a) Mostre que R(3; 3) = 6.

(b) Do exposto na se�c~ao 5.1.1, o que seconsegueinferir sobre
R(8; 8)?

(c) Ainda n~ao �e conhecidoo valor de R(5; 5): Use o m�etodo
probabil��stico para provar um limite inferior para esten�u-
mero.

3. (a) Prove que, para todo inteiro n, existe uma 2-colora�c~ao das
arestasdo grafo completo K n tal que o n�umero total de
c�opias monocrom�aticas do K 4 �e no m�aximo

� n
4

�
2� 5.

(b) Dê um algoritmo randomizadopolinomial (em n) para en-
contrar uma tal colora�c~ao.

(c) Mostre como construir um algoritmo determin��stico base-
ado no algoritmo do item anterior, e usandoo m�etodo das
esperan�cascondicionais.

5.4 Notas bibliogr �a�cas

A refer̂encia obrigat�oria para o m�etodo probabil��stico �e o livro de
Alon e Spencer[2], al�em dos cap��tulos sobreo tema encontrados nos
livros de Motwani e Raghavan [41] e Mitzenmacher e Upfal [39]. Em
português, uma intro du�c~ao aos n�umeros de Ramsey e ao m�etodo
probabil��stico �e encontrada no livro de Moreira e Kohayakawa [40].
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A NP-completude do problema do corte m�aximo foi demonstrada
por Garey, Johnson e Stockmeyer [25] em 1976. Referimos o leitor
aos textos de Festa, Pardalos, Resendee Ribeiro [20] e de Goemans
e Williamson [26] para exemplosde heur��sticas randomizadaspara o
problema.

De-randomiza�c~ao �e tema de pesquisamuito recente, mas que j�a
conta com bom material publicado. Um bom survey �e o de Valen-
tine Kabanets [30]. Recomendamostamb�em o cap��tulo de Peter Bro
Miltersen em [38]. Em português, o livro de Fernandes,Miyazawa,
Cerioli e Feo�lo� [19] dedica um cap��tulo ao tema.
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